勾 丽 杰 编著 


æ #.›кэ agg 
X Northeastern University Press. 


实用 高 等 数学 


AMR ”编著 


东北 大 学 出 版 社 


© 勾 丽 杰 2008 
图 书 在 版 编目 【CIP) 数据 


实用 高 等 数学 / 勾 丽 杰 编 著 . 一 沈阳 : 东北 大 学 出 版 社 ，2008.5 
ISBN 978-7-81102-524-8 


I.3-- D.A H. 高 等 数学 一 高 等 学 校 一 教材 .O13 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2008) 第 052491 号 


出 版 者 : 东北 大 学 出 版 社 
地 址 ;沈阳 市 和 平 区 文化 路 3 号 关 11 号 
ша, 110004 
电话 ，024 一 83687331 (市 场 部 ) 83680267 ($ E) 
传真 ，024 一 83680180 (市 场 部 ) 83680265 (Ф) 
E-mail: neuph (9 neupress.com. 
зир: // www. neupress.com 
ED) 者 : 沈阳 市 第 六 印刷 厂 世 画 彩印 中 心 
发 行 者 : 东北 大 学 出 版 社 
BERT: 170mm x 226mm 
E) Ж. 13.75 
т GC LE 
出 版 时 间 : 2008 年 5 月 第 1 版 
印刷 时 间 : 2008 年 5 月 第 1 次 印刷 
责任 编辑 : ЖЕТ URE 责任 校对 : E * 
封面 设计 : BUE REHM: BET 


ISBN 978-7-81102-524-8 = 价 : 26.80 元 


前 = 


近 几 年 ， 随 着 高 职高 专 教学 改革 的 不 断 深入 ， 对 高 等 数学 、 工 程 数学 的 基 
本 要 求 有 了 较 大 变化 。 为 了 达到 专业 培养 目标 ， 与 “工学 结合 ”培养 模式 相 适 
应 ， 满 足 不 同 专业 类 别 对 数学 教学 的 具体 要 求 ， 结 合 教学 改革 实际 ， 编 写 了 这 
本 具有 一 定 特色 、 优 化 配套 的 高 职高 专 数学 教材 。 

在 编写 过 程 中 ， 充 分 考虑 了 各 专业 类 别 的 特点 和 对 数学 知识 的 基本 要 求 。 
力求 做 到 条 理 清晰 ， 论 述 准确 ; 由 浅 入 深 ,循序 渐进 ; 重点 突出 ， 难 点 分 散 ; 
例题 较 多 ， 典 型 性 强 ; 课 后 习题 配备 全 面 充 分 ; 深 广 度 要 求 适当 ; 注意 理论 联 
系 实际 ， 重 视 学 生 能 力 的 培养 。 尽 可 能 使 数学 的 概念 、 理 论 与 应 用 相 结 合 ， 并 
适当 增加 数学 在 物理 、 力 学 中 的 应 用 举例 ， 更 适合 于 高 职高 专 层次 的 学 生 学 习 
和 课堂 教学 ， 有 较 强 的 针对 性 。 

本 教材 可 供 土建 、 机 电 类 各 专业 使 用 ， 由 勾 丽 杰 编著 。 


编 者 
2008 年 2 月 
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高 等 数学 是 以 函数 为 主要 研究 对 象 的 一 门 数学 课程 . 极限 是 贯穿 高 等 数学 
始终 的 一 个 重要 概念 ， 它 是 这 门 课程 的 基本 推理 工具 . 连续 则 是 函数 的 一 个 重 
要 性 态 ,连续 函数 是 高 等 数学 研究 的 主要 对 象 . 

本 章 首先 复习 总 结 中 学 已 学 过 的 有 关 函 数 的 知识 ， 介 绍 复合 函数 、 初 等 函 
数 等 概念 ,然后 着 重 讨论 函数 极限 的 基本 概念 及 其 主要 运算 方法 ， 最 后 用 极限 
的 方法 研究 函数 的 连续 性 . 
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一 、 函 数 的 概念 


1. 函数 的 定义 

定义 1.1 UD EHRAR, 若 当 变量 x ED 中 每 取 一 个 数值 时 ， 另 一 
变量 "按照 一 定 的 法 则 了 ， 总 有 唯一 确定 的 数值 和 它 对 应 ， 则 称 y 是 z 的 函数 ， 
WE у= f(z), z 称 为 自 变 量 ， 函 数 y 又 称 为 因 变量 . 

HÆR z 的 取 值 范围 D 叫做 函数 y= 7(z) 的 定义 域 ， 当 > 取 遍 中 的 所 
有 实数 时 ， 其 对 应 的 函数 值 所 构成 的 集合 M 叫做 函数 的 值 域 . 

有 关 函 数 定义 的 凡 点 说 明 : 

(1) 定义 1.1 给 出 的 是 单 值 函数 的 定义 , 如 果 对 定义 1 中 的 “变量 y 按照 一 
定 的 法 则 /， 总 有 唯一 确定 的 数值 和 它 对 应 "这 句 话 中 去 掉 “ 唯 一 "二 字 ， 那么 定 
义 1.1 就 成 为 多 值 函数 的 定义 了 . 例如 ， 由 方程 z?+ y! = az 所 确定 的 以 x 为 
自 变 量 的 函数 为 ?>= + Va- т. s 

可 以 看 出 ， 对 于 任意 z€[-a, a]， 上 式 确定 了 两 个 y 值 ， 即 函数 у 是 由 
两 个 单 值 函 数 y= Vat- M у= - Га – 三 所 构成 的 多 值 函数 .今后 如 无 特 
殊 说 明 ， 所 研究 的 函数 都 是 指 单 值 函数 . 

(2) 函数 的 定义 域 和 对 应 法 则 是 确定 函数 的 两 个 基本 条 件 . 判断 两 个 函数 
是 否 为 同一 函数 时 ， 要 看 两 个 基本 条 件 是 天 完全 相同 ， 完 全 相同 才 是 相同 的 函 


ж. 例如 ,函数 y=|z| 与 y= /五 是 相同 的 本 数 ， 因 为 它们 的 定义 域 都 是 ( - 
=, +=), 对 应 的 法 则 同 为 y= | T ZZO MER y= lez 5 y= ze 
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两 个 不 同 的 函数 ， 因 为 它们 的 定义 域 不 同 . 前 者 的 定义 域 为 ( - ©, 0)U (0, + 
oo), 而 后 者 的 定义 域 为 (0，+ =). 

(3) 在 同一 问题 中 有 时 可 能 出 现 几 个 函数 ， 为 了 区 别 函数 的 不 同 对 应 法 则 ， 
这 时 必须 用 不 同 的 字母 表示 不 同 的 函数 关系 , 如 plr), g(z), F(z), @(z) 
等 . 

例 1.1 RAN f(z) VI r6 + aresin Ци ж. 

解 、 这 是 两 个 函数 之 和 的 定义 域 , 先 分 别 求 出 每 个 函数 的 定义 域 , WER 
其 公共 部 分 即 可 , ш 


a 
діа, 
解 此 不 等 式 组 , 得 
a 
-3<r<4. 
所 以 函数 的 定义 域 为 D=[ -3, -2]U[3, 4]. 
2. 反 函 数 


定义 1.2 HEN y= fr), WERYN D, MORN М, 如果 对 于 任意 y 
€ M, 在 D 中 都 有 唯一 确定 的 zx (x € D) 与 之 对 应 , 那么 , 由 此 所 确定 的 以 
> 为 自 变 最 的 函数 z= p(y)( 或 z= ушШ y= f(z) 的 反 函数 , E 
的 定义 域 为 М, WRH D. 

习惯 上 用 z 表示 自 变量 ，y 表示 因 变 量 , 所 以 , 用 y= р(х) у= 77102) 
来 表示 y= f B GREC. 函数 与 其 反 函 数 的 图 像 关 于 直线 y= z 对称 . 

901.2 。 求 下 列 函数 的 反 函 数 ， 并 指出 它们 的 定义 域 与 值 域 ， 


(1) у=к+агаап 3; | (2) y=- /z-1. 

解 〈1) 由 原 式 解 出 工 , 得 z=2tan(y 7). 习惯 上 仍 记 z 为 自 变 量 ，y 
为 因 变 量 , 即 所 求 函 数 的 反 函 数 为 y=2tan(z =x). 由 于 原 函数 的 定义 域 是 ( ~ 
©, +оо), ПИШЕ к касап Z <x+ Я, Яу НРК 
函数 z=2tan(y - IB X Ra | E, 22), HEC =, +оо). 

(2) 由 原 式 解 出 z, 得 z=y*+1, 在 把 x 与 y 互 换 ， 即 得 所 求 反 函数 为 y 


=z2+1 
由 于 原 函数 的 定义 域 是 [1，+ oo), 值 域 是 ( - оо, 0]， 所 以 所 求 反 函 数 的 
FEXRA оо; 0], 值 域 为 [1，+ eo). 
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3. 函数 的 几 种 特性 

(1) 函数 的 单调 性 . 

HEARN y= f(z) 在 区 间 了 上 有 定义 ,zi 及 zz 为 了 上 任意 两 点 . 如 果 当 zl 
< => Bf, 恒 有 f(z1)<f(zx2), МЕ у= f(x) 在 区 间 T 上 是 单调 递增 的 ; 
如 果 当 zi< zz Bf, Н (л) > (о), WREAK у= f(x) 在 区 间 1 上 是 单调 
递减 的 单调 递增 及 单调 递减 的 函数 统称 为 单调 函数 .使 单调 函数 成 立 的 区 间 
工 称 为 函数 的 单调 区 间 . 

例如 ,函数 y= т? 在 区 间 ( — c"，0) 内 单调 递减 ,在 区 间 (0，+ co ) 内 单调 
递增 . 

(2) 函数 的 有 界 性 . 

设 函 数 y= f(x) 在 区 间 T 上 有 定义 ， 如 果 存 在 正 数 M， 使 得 对 一 切 z€ I 
ИРС) ЄМ 成 立 , 则 称 函数 y= f(x) 在 1 上 是 有 界 的 , 或 说 /(z) 是 有 界 
函数 ,否则 ， 称 函数 y= f(z) 在 I 上 是 无 界 的 , 或 说 f(z) 是 无 界 函数 . 

例如 函数 y=sinz 在 ( оо, + оо) EEF 

lsinz l<1, 
所 以 这 个 函数 在 ( - оо, + оо) БЕЖЕ. 

йй у= ТЕХНО, + oo) 内 无 界 , 但 在 [e，+ %)(e >0) 内 有 界 . 可 见 函 
数 的 有 界 性 不 但 与 函数 本 身 有 关 ， 还 要 取决 于 存在 的 区 间 . 

(3) 函数 的 周期 性 . 

设 函 数 y= f(x) 的 定义 域 为 р, 如果 存 在 常数 Т>0, 使 得 对 于 任意 rE 
D, 当 z+TED B$, {Ж f(z + T)= f(z), 则 称 y= f(z) 为 周期 函数 . 最 小 
WEM T 称 为 它 的 周期 . 

例如 ,三 角 函 数 都 是 周期 函数 . 

(4) 函数 的 奇偶 性 . 

设 函 数 y= f(x) 的 定义 域 D 关于 原点 对 称 ， 如果 对 任意 z € D 都 有 f( - 
z)7 f(z), 则 称 f(r ERE: 如 果 对 任意 z€ D 都 有 f( 一 x)= f(x), MJ 
称 /(z) 是 奇 函 数 . 


Bi, BH = a, y= M у= 2- 5cosz 都 是 个 函数 ; 函数 y = 
а, =n + VTF zb у = SETS ERR; 而 函数 y= er 和 y=z?+ 


1+22 
Sz -sinz 是 非 奇 非 偶 函 数 . 
坷 函数 的 图 形 关于 原点 对 称 、 偶 函数 的 图 形 关于 y 轴 对 称 . 
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二 、 初 等 函数 


1. 基本 初等 函数 

下 列 函 数 称 为 基本 初等 函数 . 

(1) FRM y=" (ER); 
(2) 指 数 函数 y=a* (a>0 H as; 
(3) 对 数 函数 y=logsr (a>0 Ha#1); 


(4) 三 
(5) 


Ж y= sinz, у= созт, y=tanz, y7cotz; 
三 角 函 数 y=arcsinz, y=arccosr, y=arctanz, у = arccotz. 


为 了 便于 应 用 ,将 它们 的 定义 域 、 值 域 、 图 象 和 主要 性 质 列表 如 下 ( 表 1-1). 


表 1-1 


基本 初等 函数 图 像 


函数 


жай у-у 


me 


am| (==, +o) (=, +) (0. +) o, 0000, +) 
@ «| (>, +o) [0, +=) lo, +) — [C 0000, +=) 
я 奇 函数 mam m LLLA 
在 ( 0o, 0 PLI, [在 (~ 9,0), (0, + о) 
"= s 在 (0, + om) 内 单调 增 Mai WA pU 
EA 对 数 函 数 E 
БЕ 1) kogar! ) 


0<a<1 


[тї 


км 


单调 性 
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续 表 1-1 
ай mm mm yr =z 
(кай) (wap (ENERO (RRND) 
^ 
m i 
/ 
к Rae E x, (k + 1)=) 
а. асыу "Tw (в-а) | ona Do 
єл) (ŁEZ) 
ГТ [-1.1] L-1. 11 (m tm) EXE) 
奇偶 性 "am man sam пай 
了 =2r 了 =2x Tex Tar 
单调 增 жим aum жм 
wn 单调 下 .. | аян 
单调 不 mue 单调 增 单调 下 
mum эйт 单调 增 单调 下 
E у= айат nmm mum nmm 
(кка) сават (REWARD) (RIBO 
не 
UR 
dus 
单调 性 жия эм эйт жим 
f( z) | arcsin( = z) = акзат ni arctan — z) = - arctanx |arcoot( — z) = я – ассо 
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这 些 基本 初等 函数 在 初等 数学 中 已 作 过 详细 介绍 . EH, KENE. 

2. 复合 函数 

定义 1.3 设 y=/(w), WL u= ez), # p(z) 的 函数 值 全 部 或 部 分 落 在 
f(u) 的 定义 域内 ,此 时 y 通过 v 的 联系 也 是 z 的 函数 ,我们 称 此 函数 为 由 y= 
SOOM и = p(z) 复 合 而 成 的 复合 函数 ， 记 为 

»7 f[e(z)], 

u 称 为 中 间 变量 . 

例如 ，y =sin? z 是 由 y= wz fl u = sin z 复合 而 成 的 复合 函数 ， 它 的 定义 
域 与 w=sinz 的 定义 域 相同 ， 都 是 全 体 实数 R. 

Xi, у= /1-2 是 由 y= ulu =1- zz 复合 而 成 的 复合 函数 ， 它 的 定 
义 域 [ 71, 1E u =1- 2^ HER- оо, +оо) Т. 

再 如 ，y = arcsin u 的 定义 域 [ - 1，1]，vw = zz?+ 2 的 值 域 为 [2，+ oo), А 
而 对 于 и = zx?+2 定义 域 中 的 任意 一 个 z fll, 按 u = zz+2 所 得 的 u А, 均 不 
属于 [ -1, 1] 范围 内 .所 以 不 能 构成 复合 函数 . 

复合 函数 的 中 间 变 量 可 以 是 多 于 一 个 的 ， 即 复合 函数 可 由 多 个 函数 进行 有 
限 次 复合 而 成 . 例如 ，; = sinu, u = Jv, v=1- + 可 构成 复合 函数 y= 
sin /17z,3XH и, v 都 是 中 间 变量 . 

在 研究 复合 函数 这 个 概念 时 ， 有 时 我 们 重点 并 不 在 “复合”, 而 在 于 "分解 ”， 
即 如 何 把 一 个 复合 函数 分 解 为 几 个 简单 的 函数 ， 此 时 应 由 外 向 里 逐 层 分 解 . 所 
谓 简单 函数 是 指 基本 初等 函数 及 其 由 四 则 运算 构成 的 函数 ， 

例 1.3 将 下 列 函 数 分 解 成 几 个 简单 函数 : 

[OP (2) y= un (22+1); 

(3) у= /2+In(a"+3); (4) у= (arcsin /17 255. 

解 


(1) y=2", u=sinz. 


(2) у=и?, u=tanv, v=2z?+1. 


(3) ужа, u-72*lnv, v2 a* +3. 

(4) у= uf, и =arcsinu, P w =1- 2. 

3. 初等 函数 

由 常数 和 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 及 有 限 次 复合 运算 所 构成 ， 并 


能 用 一 个 解析 式 表示 的 函数 称 为 初等 函数 . 例如 ?= SZ + со, у= | сое 2; 


y 


у= Уп +5sinz +1, у= а” + 等 都 是 初等 函数 . 初等 函数 是 最 常见 的 函 
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数 ， 它 是 微 积分 研究 的 主要 对 象 . 


q ЧОБ 1, z>0， 
magans | “一 ，y=]1 0， z=0, $, 不 能 用 一 个 式 子 表 
Ped 一 z<0, 


示 , 因此 分 段 函 数 通常 不 是 初等 函数 ， 但 也 有 例外 . 例如 分 段 函 数 у= 
т, 220, 
"=, 7<0, 


у= /22= 121, THERE y= Ju, u= 复合 而 成 的 ， 因 此 它 是 一 个 初等 
函数 . 
习题 1-1 

1. 下 列 各 题 中 -函数 /(z) 和 5(z) 是 否 表 示 同 一 函数 ? 为 什么 ? 

(1) f(z)=Inlz|, g(z)=Inz; 

(2) f(z)= V(r y, ا‎ 

(3) f(x) 22-7 z, g(z)= єт, 

(4) f(x) nC /т-1)°, g(z)=2In(z-1); 


1-2, z<1, 
(5) /(х)=1\х-1!, g(z)= 06 z=1; 
т-1, zl. 
2. 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 
ق‎ 
0) y= Уеа; @ === 
(3) у= /1-1т1; W у= 122, 
(5) у= Vrz tar: (6) у=агссоѕ /2z; 
(7) у= mi (8) у= lgsinz 


з. 求 下 列 函 数 的 反 函 数 ， 并 写 出 反 函 数 的 定义 域 : 
(1) y=z?-2x (х>1); (2) у=10**!; 

G yi 

(5) y=loga(z + /22+1). 
4. 将 下 列 函 数 分 解 成 简单 函数 : 

(1) y=sin(8z+5); (2) y=tan( 4/2245); 


эл) ; 


(9 y=snz [F< <s 
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[OPEM (4) y= InLan (52? +7) +3]; 
(5) yc enin, (6) у= lg(arctan /1 + 29). 
第 二 节 m m 


极限 是 高 等 数学 中 最 重要 的 概念 之 一 ,是 研究 微 积分 学 的 重要 工具 . 微 积 
分 中 的 许多 概念 , 如 函数 的 连续 性 、 导 数 、 定 积分 等 ， 
均 通过 极限 来 定义 . 这 一 概念 是 由 求 某 些 实际 问题 的 
精确 值 而 产生 的 . 下面 我 们 先 来 看 一 个 引 例 . 

ЗІ 求 由 抛物 线 y=z?, x =1 R z 轴 所 围 成 的 
图 形 ( 称 为 曲 边 三 角形 ) 的 面积 ,如 图 1-1 所 示 . 


# 将 区 间 [0，1] 等 分 为 ”个 小 区 间 [o, 1], © 


[3,2], —. [224,1], RIFE, kff n + mia 
内 接 小 矩形 如 图 示 ， 它 们 的 的 面积 为 ; 
150 1x4) 1(2) EI T Ly(uzi* 
n uu nl’ n nl'n nl’ a n 4 


车 将 这 个 小 矩形 的 面积 之 和 S, 作为 曲 边 三 角形 面积 S 的 近似 值 ， 则 有 
ses, Lx 1] e 1«(2]* e Lx (a) 
n'a) tum a*l n 


= + 22 + (n - 12] 
л 


由 图 1.1 不 难 发 现 ，n 越 大 ，S, 越 接近 S. 显然 ， 当 n 无 限 地 增 大 时 ，S。 
就 无 限 地 接近 或 者 说 趋 近 于 S. 另 一 方面 分 析 S, 的 表达 式 知 ， 当 n 无限 地 增 
XH. S, 就 无 限 地 趋 近 于 二， 于 是 可 以 断言 该 曲 边 三 角形 的 面积 为 二 . 

实际 上 ,这 里 讨论 的 是 当 自 变量 л 无 限 地 增 大 时 ， 函 数 5, 的 变化 趋势. 
一 般 地 ,极限 概念 指 的 是 在 自 变量 的 某 一 变化 过 程 中 函数 的 变化 趋势 . 

为 叙述 方便 ， 引 入 以 下 记号 : 

当 工 从 zo 的 左右 两 侧 无 限 接近 zo 时, 记 作 z 一 zo( 读 作 z ËF z0); 

当 z 从 z 的 右 侧 无 限 接近 zo 时 ， 记 作 coi 

当 z 从 ze 的 左 侧 无 限 接近 zo 时 , 记 作 z 一 zo ; 
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3 x BRAKE, 记 作 z— + (Е z 趋 于 正 无 穷 ); 

当 z 无 限 减 小 时 ， 记 作 r>- co( 读 作 z 趋 于 负 无 穷 ); 

当 |z| 无 限 增 大 时 ， 记 作 ге оо (Е z AFEN). 

下 面 我 们 根据 自 变量 z 无 限 趋 近 于 “目标 "的 方式 不 同 , 分别 介绍 函数 的 极 
m. 


一 、 函 数 的 极限 


1. хохо 时 函数 /(x) 的 极限 

为 了 便于 理解 rro 时 函数 f(z) 极 限 的 定义 ,我 们 先 从 图 形 上 观察 两 个 
具体 的 函数 . 

不 难看 出 , 当 z—1 f$, f(z)= z+1 无 限 接近 于 2 


(图 1-2); 当 z-*1 时 ，g(z)= T ae 2 (8 


13). 函数 /(z)= z +1 与 6(z)= C 是 两 个 不 同 的 
函数 ， 前 者 在 x = 1 处 有 定义 ,后 者 在 = = 1 处 无 定义 . 
这 就 是 说 , 当 z-~*1 时 ，/(z)，g(z) 的 极限 是 否 存在 与 
其 在 x = 1 处 是 否 有 定义 无 关 . 

这 里 先 介绍 一 下 邻 域 的 概念 : 开 区 间 (z -6, z + 
6) 称 为 以 z 为 中 心 ,以 3(8>0) 为 半径 的 邻 域 ,简称 
为 点 z 处 的 邻 域 , 记 作 UC, 2). 一 般 地 说 , 为 了 使 
=-= zo 时 函数 极限 的 定义 适用 范围 更 广泛 ,我 们 不 必 
要 求 FOE zo AHEL, REER f(z) 在 ro 的 某 
一 空心 邻 域 (zo- 8, zo) U(zo, ze +) (0008 
有 定义 即 可 以后, 用 (то, DER zi 的 空心 外域 . 

定义 1.4 RER /(z) 在 zç 的 某 一 空心 邻 域 U(2o，#) 内 有 定义 ， 当 自 
变量 z 在 U( zo，8) 内 无 限 接近 于 zo 时， 相应 的 函数 值 无 限 接近 于 党 数 4， 则 
ЖА 为 zz 时 函数 f(z) 的 极限 , 记 作 limf(z)=A З Сс) А (тело). 

由 定义 1.4 可见， 


tim(z +1)=2. 
2. x—xç 时 函数 (x) 的 极限 
定义 1.5 RAN /(z) 在 zo 的 右 半 邻 域 (zo，zo + 8) 内 有 定义 ， 当 自 变 
# z 在 此 半 邻 域内 无 限 接近 于 zo 时 ， 相 应 的 函数 值 无 限 接近 于 常数 A, WR 
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A 为 函数 /(z) 在 ro 处 的 右 极限 , 记 作 lim f(z)= А, /(zo+0)=A 或 /(z) 


-—*А(х-®то ). 

3. xxo 时 函数 /(x) 的 极限 

定义 1.6 设 函 数 f(z) 在 zo 的 左 半 邻 域 (ze- 8，zo) 内 有 定义 ， 当 自 变 
Ж x 在 此 半 邻 域内 无 限 接近 于 re 时 ， 相 应 的 函数 值 无 限 接近 于 常数 4， 则 称 
A HEMS HE zo 处 的 左 极限 , 记 作 lim f(2) 7 4，J(zo-0)=A 或 f(z) 


一 A(z 一 0 ). 
Tz, :<0, 
例 1.4 Zn 2 70, ШЕШИНЕ, HHE lim f(z), 
n r0, 
пуу), JG. 
解 函数 /(z ) 的 图 形 如 图 1-4 所 示 ， 由 该 图 不 难看 出 ; 
lim f(z) =0; 
= 


limf(z)= 
lim f(x) =0. 
P 


-1, 2<0, 
例 1.5 tes] 0, z=0,( 通 常 称 sgnz 为 符号 函数 )， 夯 图 讨论 
1, 220. 
lim sgnz, limsgnz, Jim senz 是 否 存在 . 


E 


LÀ 函数 sgnz 的 图 形 如 图 1.5 所 示 ， 不 难看 出 : 


lim sanz = -1; 


815 


由 左右 极限 的 定义 及 上 述 两 个 例子 不 难看 出 ,左右 极限 存在 如 下 关系 . 


£—* AE 极限 连续 оп. 


定理 1.1 Lo A 的 充 要 条 件 是 lim f(z)= lim f(z)- A. 


4. хен ловия 

定义 1.7 ANGE >а 时 有 定义 (a 为 某 个 
正 实数 )， 如 果 当 自 变量 z 的 绝对 值 无 限 增 大 时 ， 相 应 的 本 
数值 f(z ) 无 限 接近 于 常数 A， 则 称 A 为 x 一 时 函数 f 
CORB, ie fFlim f(x) А S (z) A Gi). 

由 图 1-6 可 知 : im =0. 

5. x 一 + 时 函数 (x) 的 极限 

定义 1.8 设 函 数 /(z) 在 (a，+ 中 ) 内 有 定义 (a 为 某 个 实数 )， 当 自 变量 
< 无 限 增 大 时 ， 相 应 的 函数 值 /(z) 无 限 接近 于 常数 A， 则 称 A 为 < 一 + oo 时 
函数 7(z ) 的 极限 ， 记 作 lim f(z)= A Ж /(х)—А (z+ оо). 

由 图 1-6 可 知 ，lim T0. 


6. x 一 eoi Jr) EORR 

定义 1.9 设 函数 f(z) 在 (- oo, a) PIDE X (a 为 某 个 实数 )， 当 自 变量 
z 无 限 减 小 时 ， 相 应 的 函数 值 f(z ) 无 限 接近 于 常数 A, FR A Hz- ont 
函数 f(z) 的 极限 , 记 作 lim f(z)= A Ж /(х)-А (z— - 9). 


由 图 1-6 可 知 ，lim =0. 
定理 1.2 xod ZA 的 充 要 条 件 是 im JG) = lim f(z)=A. 


图 1-6 


二 、 数列 的 极限 


1. 数列 的 概念 
自 变 量 为 正 整数 的 函数 u, = f(n) (n = 1，2，…)， 其 函数 值 按 自 变 量 n 
由 小 到 大 排列 成 一 列 数 
мї, May из, 75 ша, 


rni 将 其 简 记 为 |u,| ,其 中 u, 为 数列 14,1 的 通 项 或 一 般 项 . ИШ, u, = 


i 相应 的 数列 为 
P Acor. 
DU PAM АДЕ 
由 于 一 个 数列 jw| 完 全 由 其 一 般 项 u, 所 确定 ， 故 经 常 把 数列 | woi 简 记 为 w. 
2. 数列 的 极限 
数列 1f(n)| 的 一 般 项 f(n) 随 自 变 量 = 的 变化 而 变化 . 由 于 n 只 能 取 正 整 
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数 ,所 以 研究 数列 的 极限 ， 只 需 考虑 自 变量 n 一 + oo 时 函数 f(n ) 的 极限 . 一 般 
地 ,在 研究 数列 极限 时 ,把 记号 "一 + o 简 记 为 no. 

定义 1.10 对 于 数列 1u,|, 如 果 当 nokt, BI u, 无 限 接近 于 某 一 个 
确定 的 常数 A， 则 称 该 常数 A 是 数列 |u,1 的 极限 ,或 者 称 数列 |u, | 收敛 于 A, 
记 为 

limu,-A 3 u,7*A (поо). 
如 果 数 列 { vs| 没 有 极限 ， 就 称 该 数列 是 发 散 的 或 极限 不 存在 . 
例 1.6 观察 下 列 数列 的 极限 : 


G) wa =z; (3) u, =2n +1; (4)u,-(-1)"*!. 


解 先 列 出 所 给 的 数列 : 


n*l, H3, 5, 7, -s 
u,7(-71)^*!, B1, 一 1 1, =, (=1), =. | 
观察 如 上 4 个 数列 当 n 一 oo 的 发 展 趋势 , 得 | 


— 
(D lim =1 


(3) limQn + DREE; 

(4) lim( -1)"! 不 存在 . 

如 果 数列 |u,| 对 于 每 个 正 整 数 n, BA us < и, x, 则 称 数列 | u| 为 单调 
递增 数列 ; 类 似 地 ， 如 果 数列 | vs| 对 于 每 个 正 整数 n, WE u, > w+i， 则 称 数 
列 | | 为 单调 递 碱 数列 . 如果 对 于 数列 j xs， 存在 一 个 正常 数 M， 使 得 对 于 每 


一 项 ww 都 有 | wu М, RIN u, DAREN. 数列 | vs| = (I) oo 


жаш, 且 有 上 界 ; 数列 us = (E ARARE, 且 有 下 界 一 般 地 ， 
我 人 有 

定理 1.3 《单调 有 办 原理) 单调 有 界 数列 必 有 极限 . 

该 定理 的 证 明 超出 了 本 书 的 要 求 ， 所 以 从 略 ,但 从 几何 图 形 上 看 ， 它 的 正 
确 性 是 显而易见 的 .由 于 数列 是 单调 的 ， 因 此 它 的 各 项 所 表示 的 点 (图 1-7) 在 
数 轴 上 朝 着 一 个 方向 移动 ,这 种 移动 只 有 两 种 可 能 ,一 种 是 沿 着 数 轴 无 限 远 移 ， 
另 一 种 是 无 限 接近 于 一 个 定点 A， 而 又 不 可 能 超越 A, 终于 密集 在 A 的 附近 . 
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但 前 一 种 是 不 可 能 的 , 因为 数列 有 界 ， 所 以 只 能 为 后 者 . 换 句 话说 ，A 就 是 数 
列 的 极限 . 


DINER А А i, F 


(2) ЖИВЯ ЕТА — (b) WPJ. PIIRAA TF A 
Bi 


三 、 极 限 的 性 质 


以 上 讨论 了 函数 极限 的 各 种 情形 ， 并 把 数列 的 极限 作为 函数 极限 的 特殊 情 
RAH. 它们 描述 的 问题 都 是 : 自 变量 在 某 一 变化 过 程 中 ， 函 数值 无 限 逼 近 某 
个 常数 , 因此 ,它们 有 一 系列 的 共性 ,下面 以 z— zo 为 例 给 出 函数 极限 的 性 
质 


性 质 1.1 (唯一 性 ) 荐 lim/(z)=A, li f(z)=B, 则 A=B. 
性 质 1.2 (有 界 性 ) 车 limf(z)= A， 则 存在 zo 的 某 一 空心 邻 域 


UCB o, 8), ŒE Ulo DARA. 

性 质 1.3 (RHE) #lim/(z)= A 且 A>0 (或 A<0)， 则 存在 某 个 空 
DWR U (zo, 8), 在 Uo, 3) 内 f(z)>0 (Ж /(х)<0). 

推论 车 在 某 个 空心 令 域 U(zo，8) 内 f(z)>0 (或 f(z)<0), 且 

lim/(z)=A, 

则 А20 (或 A<0). 

性 质 1.4 GEN) 车 zEU(zo,3) (其 中 6 为 某 一 正常 数 ) 时 ， 有 

вО) (а) (а), limg(z)7 limh(z)=A, 

则 lim f(z) А. 

从 直观 上 看 , 该 准则 是 显然 的 . 当 sezo 时 ， 函 数 g(z)，A(z) 的 值 无 限 
通 近 常数 A, TE g(z) 与 A(z) 之 间 的 /(х ) 的 值 也 无 限 逼 近 于 常数 A， 即 
lim f(2) = 4 .对 于 极限 的 上 述 4 个 性 质 ， 若 把 x 一 zo 换 成 自 变量 x 的 其 他 变 
化 过 程 ， 有 类 似 的 结论 成 立 ， 


四 、 关 于 极限 概念 的 几 点 说 明 


为 了 正确 理解 极限 的 概念 ， 再 说 明 如 下 几 点 
(1) 在 一 个 变量 前 加 上 记号 “lim”， 表示 对 这 个 变量 进行 取 极 限 运算 , FE 
基 的 极限 存在 ， 所 指 的 不 再 是 这 个 变量 本 身 而 是 它 的 极限 ， 即 变量 无 限 接近 的 
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那个 值 . 

例如 : 设 A 表示 图 面积 ，S。 表示 圆 内 接 正 边 形 面积 , 则 知 当 n 较 大 以 
后 , 总 有 s,=A, fBlimS, 就 不 再 是 S。 了， 而 是 它 的 极限 一 图 面积 A. 所 以 
它 的 表达 式 A = lim S, 不 含 任何 近似 成 分 . 

(2) 在 极限 过 程 z 一 zo 中 考查 f(z), RARER z 充分 接近 ro 时 
f(z) 存在 , 5 z = zo 时 或 远离 zo 时 /(z) 取 值 如 何 是 毫 无 关系 的 . 这 一 点 在 
求 分 段 函数 的 极限 时 尤其 重要 . 

(3) 如 上 所 给 出 的 各 种 情形 下 的 极限 定义 , 均 属于 极限 的 形象 描述 ,不 属 
于 严格 的 极限 定义 . 如 所 有 极限 定义 中 , 党 要 求 自 变量 在 某 一 变化 过 程 中 /(z) 
无 限 接近 于 确定 的 常数 A, BA, 何谓 f(z ) 与 定常 数 A 无 限 接近 ? 如 何在 数 
学 上 于 以 精确 的 描述 ? 事实 上 ，7(z) 与 定常 数 A 无 限 接近 是 指 |f(z) АТАТ 
以 任意 小 , 即 17(z) - A | 可 以 无 限 接近 于 0. 换 句 话说 ,对 任意 给 定 的 无 论 多 
么 小 的 正 数 。， 当 z 变化 到 一 定 程度 后 , 总 有 17(z) - A1<e 成 立 . 由 于 自 变 
É zx 的 变化 辽 程 不 尽 相同 ， 所 以 ,其 与 “目标 "无 限 接近 的 方式 也 就 有 不 同 的 描 
述 方法 . 下面 仅 就 = = zo 时 函数 /(z) 的 极限 给 出 精确 的 定义 (s = a 定义 )， 供 
学 有 余力 的 同学 参考 . 

定义 1.11 (极限 的 ea 定义 ) f(z) xo 的 某 个 邻 域 U(2o, DPA 
定义 ， 若 对 任意 给 出 的 正 数 。, 存在 3>0, 使 得 当 0< | z - ло <a 时 , 总 有 |/ 
(2)- Al e 成立, 则 称 z 一 zo 时 ，/(z) 以 A 为 极限 , 记 为 lim f(z)= A. 


(4) 常数 函数 的 极限 等 于 其 本 身 , 即 limC = C (C 为 常数 且 z 一 口 表示 т 
的 任何 一 种 变化 过 程 ). 


习题 1-2 
1. 观察 下 列 数列 是 否 有 极限 ， 若 有 极限 , 请 指出 其 极限 值 : 
W fG) 0, GQ) f(n)=2+ h; 


OSa 607, W (a) Com. 
2. 下 列 极限 是 否 存在 ? 车 存在 , 求 出 其 极限 值 ,车 不 存在 ,说 明理 由 : 
(1) liga +1); 


2 
MEE 
G) im үз 


2 
3. жай (= | 2 “在 工 =0 处 的 左右 极限 ， 并 说 明 f(z) 


220 


£—* AH WIR 连续 5- 


在 z~ 0 时 极限 是 否 存在 . 
3z, -1<z<l， 
4. aso- 2, z=1, Жуа), limf(z), limf(z). 
323, 1<:<2, 


32+2,  z«0, 
s Rag Coe] rs 0475 infla), кал). 
к z>l, 


2 


第 三 节 “无穷小 量 与 无 穷 大 量 


在 zzo( 或 -oo) 的 变化 过 程 中 ，F(z) 有 两 种 符 殊 的 变化 情况 ， 一 种 是 
f(2)-70, 另 一 种 是 | 7(z) | 无 限 增 大 . 下面 分 别 讨论 这 两 种 情况 

一 、 无穷 小 量 的 概念 

1. 无穷小 的 定义 

定义 1.12 如 果 lim f(z)=0( 或 lm f(z) =0), MERR (zx) 是 当 x 一 

lim. ien. 
zo anoo) BESTES, ЕВУ. 

例如 ,因为 lim(z - 1)=0， 所 以 函数 z -1 是 当 z—1 时 的 无 穷 小 . 

Xin, 因为 lim 工 =0， 所 以 函数 寺 是 当 z-~oo 时 的 无 穷 小 ， 

一 般 来 说 , 无 穷 小 表达 的 是 量 的 变化 状态 ， 而 不 是 量 的 大 小 ， 一 个 常量 不 
管 多 么 小 ,都 不 能 是 无 穷 小 量 , 零 是 唯一 例外 的 . 简 言 之 无穷 小 量 是 绝对 什 
无 限 变 小 且 趋 于 零 的 变量 . 

例 1.7 自 变量 z 在 怎样 的 变化 过 程 中 ， 下 列 函 数 为 无 穷 小 : 

Oss Q»--u Geo y=). 

Ж (1) 因为 im 了 LT = 0， 所 以 当 some, 1-5% 

Жат z 
(2) 因为 lim(2r 一 1)= 0， 所 以 当 zit, 2z -1 为 无 穷 小 ; 
E 


(3) 因为 № 


(4) 因为 im (2) =0, 所 以 当 z 一 + ont, [1] RRA. 
DE Е 
性 质 1.5 “有限 个 无 穷 小 量 的 代数 和 仍 为 无 穷 小 量 - 


2*-0, 所 以 当 一- oo], 2* 为 无 穷 小 ; 
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性 质 1.6 有 界 函 数 与 无 穷 小 量 的 积 仍 为 无 穷 小 量 . 
性 质 1.7 有 限 个 无 穷 小 量 的 乘积 仍 为 无 穷 小 量 . 


例 1.8 Rlimzsin L 
ена y 
解 因为 |sin 士 |< 1, 所 以 sin ERREK, 又 limz =0, Ит £20 
时 为 无 穷 小 , 所 以 由 性 质 1.6 得 хып 在 z 一 0 时 为 无 穷 小. 即 limzsin =0. 
例 1.9 求 ims 
解 已 知 lim = im 十 sinz， 因 为 |sinz | <1, 所 以 sinz EAREN, 
ffi z— в}, 十 是 无 穷 小 ,所 以 由 性 质 1.6 得 十 sinz 在 z 一 oo 时 为 无 穷 小 , 即 
lim 22 =0. 
m. 


3. 函数 、 极 限 与 无 穷 小 的 关系 
定理 1.4 RER y= f(z), RE lim. 7(z)= A 的 充分 必要 条 件 是 f(z) = 


m 
А +а(х), Ж а(х) EUG ONARAN 

例 1.10 3 ront, Hf) = 22725 ыры 写成 其 极限 值 与 一 个 无 穷 小 量 之 
和 的 形式 . 


3 222+5 ر کم 
E Er 2T‏ 


而 limî =0, 


ESSE! 
TRI E 155 reo 时 的 无 穷 小 ,所 以 当 ront, /(х)=2+ 
вну DENMEZ RISE. 
=. 无 穷 大 量 的 概念 
1. 无 穷 大 的 定义 
定义 1.13 ”如果 函数 f(z) z 一 zo( 或 z 一 o) 时 ， 它 的 函数 值 的 绝对 值 


17(z)| 无 限 增 大 ， 则 称 函 数 f(z) 是 当 z-~>zo( 或 zx 一 o) 时 的 无 穷 大 量 ， 简 称 
无 穷 大 . 记 为 lim f(z)= oo GR lim f(x) = оо). 


1 是 其 极 


E 


例如 ,函数 f(z) = т, š xml 时 7(z) 的 绝对 值 17(z)1 
限 地 增 大 ， 所 以 7(z)= Les -1 MEK, Mig Lr 


$£—* ӘК 极限 连续 +f > 


与 无 穷 小 量 类 似 , 无穷大 量 也 是 一 个 变量 ， 而 不 是 一 个 绝对 值 很 大 的 数 ， 
且 与 自 变量 的 变化 过 程 有 关 . 符号 lim f(z)= co Gilim f(z) = o) 只 是 一 种 记 


号 ,可 以 认为 极限 为 0. 但 事实 上 ,x 一 zo( 或 z+ 一 *) 时 ，f(z) 的 极限 不 存在 . 
如 果 在 无 穷 大 的 定义 中 , 将 1f(z) | 换 成 /(z)( 或 -f(z)), 就 记 为 
lim f(z)= + оо( іт f(z)= – оо). 
Б Ec] 


例如 函数 y= 2*， 当 z— + 时 ,对 应 的 函数 值 2 无 限 地 增 大 ， 则 y= 
27 FE a> + o 时 的 正 无 穷 大 , 即 lim 2* = +o. 函数 y= gz, 5 z—0* B$ 
对 应 的 函数 值 使 -gz ЖЕНЕН Ж, R| у = laz 是 当 z 一 0* 时 为 负 无 穷 大 量 ， 即 


limlgz = - co. 
7 2, 无 区 小 量 与 无 区 大 量 的 关系 

定理 1.5 当 zx 一 xo( 或 一品 ) В, телчи и ГЕ пея 
穷 小 量 ; KZ, 如 果 /(z ) 为 无 穷 小 量 ， 且 y(z)20, Rl sS. 

LIBI 计算 极限 limy 11 1 

解 因为 lim(1- 27) =0, MAR 1- z2 在 z—1 时 为 无 穷 小 ， 由 定理 1.5 


得 
iuis 
习题 1-3 
1. 下 列 函 数 对 于 给 定 的 自 变量 的 趋向 ,哪些 是 无 穷 小 量 ? 哪些 是 无 穷 大 
量 ? 


G) JG) 7 33 0.92, 38 z—0 时; 
(2) f(x) = cotz, 3 20 Bs 
OSOD, 5 nott 


(4) уба) = E28, щ on t. 


2. FARB /(z) 在 z 趋向 何 值 时 是 无 穷 小 量 ? 在 趋向 何 值 时 是 无 穷 大 
Eu 

КӨ (2) f(x) = nz; 
222, 


(4) fG)- d 
E 
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1 
(5) fGz)=es; (6) fG)-lnz. 
з. 求 下 列 函数 的 极限 : 

(D limz?sin $; (2) lim Lorctanz s 
(9) lim ££ ( im. 


第 四 节 极限 的 运算 法 则 


本 节 仅 讨论 当 z— zo M, 函数 极限 的 运算 法 则 , 但 这 些 法 则 对 于 自 变量 的 
其 他 变化 过 程 (包括 数列 ) 也 正确 . 
一 、 极 限 的 四 则 运算 法 则 
定理 1.6 〈 四 则 运算 法 则 ) 设 lim/(z)=A， Jimg(z)= B. A, BXA 
限 常数 ， 则 
(1) lim[7(z)+g(z)]= lim/(z)+ limg(z)= A+ B; 
ES E ES 
(2) lim f(z)g(z) = [lim f(z)][limg(z)]= АВ; 
E E “м 
lim f(z) 


O im gO) шк) B (B70. 

定理 1.6 的 结论 (1) 及 (2) 可 以 推广 到 有 限 个 函数 的 和 ( 差 ) 及 乘积 的 情形 . 

Ж 使 用 极限 的 四 则 运 异 法 则 时 ， 应 注意 它们 的 条 件 ， 即 当 每 个 夯 数 的 极 
限 都 存在 时 ， 才 可 使 用 和 、 莽 、 积 的 极限 法 则 ; 当 分 子 、 分 母 的 极限 都 存在 ， 且 
分 母 的 极限 不 为 尝 时 ， 才 可 使 用 商 的 极限 法 则 . 

由 法 则 (2) 可 以 得 到 以 下 几 个 推论 . 

推论 1 设 lim /(z) 存 在 ,。 REREN, W 

Jim ef(z) = c limf(z). 
推论 2 тъ f(z)= A, 其 中 A 是 有 限 的 常数 ， 则 
lim [f(z))* 7 lim f(z)]" = А", 

这 里 n 是 正 整 数 , 且 与 自 变量 z RX. 
- ”推论 2 说明, 正 整数 次 里 的 运算 及 极限 的 运算 , 在 极限 存在 的 前 提 下 ， 可 
以 交换 运算 次 序 . 

例 1.12 设 有 理 函 数 为 
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Р(х) _ aor + aj t+ asar tds (a0, „уу, 


Q(z) boz” biz" l+ + bg irt b, 

ы BG 

H 9(2,)0, Ria QD): 

解 由 于 jmzr= xo, lim 
两 个 推论 , 可 得 


lim Р(х) = lim(aoz" + aiz^^ 
E E 


cCc 为 常数 ), 于 是 利用 定理 1.6 的 法 则 (1) 及 


tetan-ir+an) 


= ao limz" + a, limz"^! ++ + an- lim z + lima, 
Lr E = 


= аолф + аул! ++ +а,-120+а, = Р(то). 
同 理 
lim Q(z)= Q(zo). 
又 已 知 Q(zo) 天 0， 因 此 ,根据 定理 1.6 的 法 则 (3), 有 


. P(z)P(zo) 
Hm QG) Q(z a) (90979. 


HIRI katta LER B MGE E HERR кН. 
$e dc 
例 1.13 lim ati, 
解 因为 分 母 2+ 4 天 0， 所 以 
o 2+ -1 22+2 -1 11 
lg sta 7 2+4 "6° 
34 QU) =0 时 ， 不 能 用 本 节 定理 1 的 法 则 (3) 去 求 极限 lim БЕЗ, tut 
Д 
如 果 还 有 P(zo) 天 0,， 则 有 
im Q0..0.. 
im BG) BG)" 
所 以 ， 当 =- zo 时 ， mQ) x SpA, k, citat PU xor, m 


PG) QG) 
有 
im Eso (Q(zo)=0, P(z0)#0). 
如 果 不 仅 Q(z,) =0, 而且 还 有 P(zo) = 0， 则 lim CU 是 否 存在 不 能 完 
ей, BEKR. 
例 1.14 Жі ża 
G 


解 当 z 一 -1 时 ， 函数 本 于 的 分 于 与 分 母 的 极限 都 为 0, 但 由 于 z 一 


工 +1 
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-1,хзё&-1, 所 以 ,在 求 极限 前 ,可 以 约 去 分 子 、 分 母 的 公 因 式 z+1, 因此 


1 
例 1.15 ж 3-- 


# м-т) 


S (х+2)(х-1) 
SM (ї-)(1+ т +з?) 


例 1.15 的 结果 说 明 ,在 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 ， 两 个 无 穷 大 ( 当 x 一 1 
时 ,也 和 -3 均 为 无 穷 大 ) 的 差 不 一 定 为 无 穷 大 . 解 题 时 ， 不 能 盲目 地 将 天 
穷 小 的 运算 性 质 照 报到 无 穷 大 的 情形 

例 1.16 求 下 列 各 极限 : 


00 EU азу; O mE 

LÀ 

(1) 因为 z 一 om 时 ,分 子 和 分 母 的 极限 为 无 穷 大 ( 即 极限 不 存在 ), 故 不 能 
用 极限 的 四 则 运算 法 则 ,将 分 子 、 分母 同 除 以 z 的 最 高 次 赛 zz， 再 利用 定理 1. 
бд, 于 是 有 


lim +2z+1 
= -12-1 
Ar A ж e ume С 
Ol zt, Jt? iml tlm 2+0+0 
= - Ta^ 2:050. -2. 


1 š 
ET lim( -1)- lim 
1-5 lim(-1)- lim-; 


(2) 在 分 子 、 分 母 中 ,分 别 除 以 z UMORE, 于 是 有 
man 
к Д " 1 2t 0-0 
miii ti Ыл | т 7140407 
1+2, 
ي‎ 
(9) Ка HEEEL RR, GRUT ATIS MOS, Ж 
ЯНЕ, ЯРНИ z SRL, TEA 


所 以 socii, 2121. xS RH, ЙН Su Due. 
3z4+ 工 =2 z?+1 
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即 有 


0, 当 m>n Bb; 


(n+1)(n+2)(n+3) 
例 1.17 求 lim ТТК ТЭ 


Ж 分 子 、 分 母 同 除 以 ”的 最 高 次 等 n3， 则 


tenants, و‎ 
М مہ‎ m -下 [可 


А Еа АНН 


最 后 ,必须 强调 ,极限 的 四 则 运算 法 则 只 对 有 限 项 的 和 ( 差 ) 或 有 限 项 的 乘 
积 有 效 . 如 果 在 自 变量 的 变化 过 程 中 ,和 ( 差 ) 或 乘积 的 项 数 相应 地 无 限 增多 ( 习 
ЖЕ, 称 为 无 限 项 求 和 ( 差 ) 或 求 乘积 )， 则 不 能 用 定理 1.6 的 有 关 法 则 . 


例 1.19 Riga, 
解 noB, 分 子 中 的 和 式 1+2+…+n 的 项 数 也 在 无 限 增多 ， 因 
此 ,不 能 用 定理 1.6 中 的 法 则 . HF 1+2 + + n = (n +1), 因此 
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. 1t2+t- S A alp atl 
E Era t2. 
si 1}.1 
= 二 |- 
=. 复合 函 数 的 极限 


定理 1.7 设 函数 y=f[p(zx)] 是 由 函数 y=f(w) 及 u= gp(z) 复 合 而 成 ， 
HIR lim u = lim e(z) = b, limf(u) = f(6)(b 是 有 限 的 常数 ), RU 
mA =, 


各 /fp(z)]=y[imp(z)]. 
此 式 说 明 ， 函 数 记号 与 极限 记 呈 可 以 交换 次 序 、 
例 1.20 Riy 221-1, 
М AF. 分母 的 极限 都 是 0， 不 能 用 商 的 极限 法 则 .在 分 于 、 分 母 中 辐 有 
изин, 于 是 有 


lim = ZEL- oti m GEHI- z*l*l) jm— z+1=1 
End х(/х+1+1) #®т(/т+1+1) 


„=й Ta 
EEN -a TH: 
例 1.21 R lim (2x2 05 x оу). 
解 nom, 乘积 的 项 数 在 无 限 增多 ， 故 不 能 用 积 的 极限 运算 法 则 ， 
因为 


所 以 


А... 


ils 
lim(/2 x92 х2 x - x32) = lim23 ® 


1. 求 下 列 函 数 的 极限 . 
Qi Ç zi 


4z e +=. 
0 RD و د‎ 
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0 ма ® m[2- T+ 3]; (9) ig zt1, 
(10) lim: Eur GD ELEM 
d mran соңы 


(18) lim 


2. ЖЕРШЕ. 
[m PE @ is Da, 


(3) lim (/ «2 - /хї+1); (4) lim (Jz +r 2- [832 +1); 


(5) ETT EE 


(6) lim. 
E 


feni C ES 
-az =， im 1/5, 
D а Ah: G lim YE: 


(9) lim sin( /z +2 - /z). 


3. EB 和 lim( El ar +6) =0, Ra, b 的 值 . 
第 五 节 两 个 重要 极限 “无穷 小 的 比较 


一 、 极 限 存在 的 交通 准则 


定理 1.8  GGIDERI (2), g(z), hlr) 在 ze 的 某 一 去 心 邻 域内 
满足 条 件 
(1) g(Gz)& f(x) &hG)s 
(2) limg(z) - A, lim&(z)- A. 则 limf(z)=A. 
二 、 两 个 重要 极限 
sinz 


1. lim 
z 


证 函数 各 < 对 于 0220 都 有 定义 , 设 0<z < 至 在 如 图 1-8 所 示 的 单 
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位 圆 中 , Ф. АОВ = z IUE), MJ D 
Таа х= 18С1, «= AB, un х= ADI. 4 
因为 AAOB 的 面积 < 扇形 АОВ 面积 < AAOD 的 面 /N 
B, 所 以 enia 
ааа, 
即 sinr<r<tanr. mis 
同时 除 以 sin z, 得 
i<==<—, 
ваг Saz 
从 而 有 
cosr<smz<1. 


因为 当 z 用 — z КМ, сое z 与 江都 不 变 ， 所 以 上 述 不 等 式 对 于 满足 
-$«2«0 也 是 成 立 的 . кышлы limi =1, 根据 夹带 准则 得 
tm =1. 


x ЖОО те 为 了 强调 其 形式 ， 我 们 把 它 形 象 地 写成 


im CT =1( 方 杠 口 代表 同一 变量 ). 


sin3z 
911.22 lim Sage 
解 


n inba uu sin3z，4z 32 
lim iz = im | Sat inia) 


s 3 yn sin3z 
74m 3z 

例 1.23 жы: 
解 lim PE = i snz 
ip ۾‎ mig 
sin3z 


例 1.24 lim ans: 


例 1.25 Rlimzsin 二 


£—* ”西数 极限 连续 


025 - 


解 ucl, М z— B$, и 0, 所 以 


limz sin Û = lim ÎR = 1. 
— T 3 „ 
1-cosr 
例 1.26 求 lim DERE 
1c 29005 у sm 
E lim PSF = lim z = lim 
тз = = = PE 


例 1.27 求 lim 8 
LÀ 


极限 值 , 即 


а 
ш tanz -sinz _ sinz (1 = cosz) 
iU» cm 
2. tim(1+ 1) =e. 
iaia ; 
考察 当 na 一时， 数列 {| 1+ L) } 的 变化 趋势 ( 表 1-2). 
%12 
HENNENENEER RE EIN E 
la) | 2 [eas |2 | 2% [27s |27m [27 | aner 
从 上 表 可 以 看 出 , 当 一时， 数列 [| 1 + 二】 | 的 对 应 值 会 无 限 地 赵 近 于 
一 个 确定 的 数 2.718281828459045… . 


可 以 证 明 , 当 no 时 ,数列 {| 1+ 1) } 的 极限 存在 ， 我 们 用 。 表 示 这 个 


e 是 个 无 理 数 ， 它 的 值 是 


(1+1), 


可 以 进一步 证 明 


е=2.718281828459045---. 
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seii] =e 
此 式 当 一 oo 或 -+ oo 时 也 成 立 . 特别 地 ， 设 == 1, Иш т- он}, 
= 一 0, 于 是 有 
im +2)" =e. 
Ж 为 了 准确 地 用 好 这 个 极限 ， 我 们 指出 ， 它 有 两 个 特征 ， 一 是 它 属于 1” 
型 的 报信 ;二 是 它 可 以 形象 地 表示 为 Jam | 1 + 四] coo +). 


例 1.28 RI 
z 一 oo 时 ,所 以 


<l =. 


801.29 malis 2]. 
解法 一 Ф:=5, 则 当 zoo it, z=, FE 


а x 
解法 二 ea 


1 
例 1.30 求 lim(1 782)*. 
解法 一 令 == -8zr, ШМ z 一 0 时 ，z 一 0， 所 以 


š loce Е 
lim(1-8z)*-lim(1*z)* =lim[(1+z)*] =e® 
E E m 


|+ 2]'- 


1 Ace 
解法 二 lim(1-8z)*=lim[1+(-8z)] "° ze, 


例 1.31 求 丰 | 32)". 


工 +2 


ж pos 


S =e. 


例 1.32 sug 802), 
1 
йш”) (La) I + 2) = e= 1. 
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911.33 жш S 


解 Фи=е-1, Jl z=l1n(1+u), 3 r—0B$, и 0, 于 是 im 
lim pr a) 1( 此 处 直接 利用 了 例 1.32 的 结果 ) 
三 、 无 穷 小 的 比较 


1. 无 穷 小 量 的 阶 

在 自 变 量 的 同一 变化 过 程 中 的 两 个 无 穷 小 量 ， 虽 然 都 趋 于 0, 但 它们 趋 于 0 
的 速度 可 能 不 同 ， 甚 至 差别 很 大 . 例如 zx，3z，zz， 当 z~0 时 都 是 无 穷 小 量 ， 
但 它们 趋向 0 的 速度 却 不 一 样 . 列表 比较 如 下 ( 表 1-3). 


表 1.3 

s [es ы CT a [em [ em [= 
sx [ s °з om [оз | oo | =o 
s | os | om | een | eomm | sommo | =o 


由 此 表 可 见 ，zz 比 z 与 3zx 趋 于 0 的 速度 快 得 多 . 对 于 自 变 量 在 某 个 变化 
过 程 中 ,无 穷 小 量 趋向 0 时 的 速度 快慢 的 比较 ， 有 如 下 定义 
定义 1.14 а, B 是 自 变量 在 同一 变化 过 程 中 的 两 个 无 穷 小 最 


Tam =0, 则 称 a EEG 高 阶 的 无 穷 小 ， 记 为 c=o(p); 

35 lim 2 $7 则 称 a 是 比 8 低 阶 的 无 穷 小 ; 

ж lim d C=0(C 为 常数 ), 则 称 a 与 8 是 同 阶 无 穷 小 ; 

Rim g =1, нег 与 8 是 等 价 无 穷 小 , 记 为 a 一 B. 

жй, 因为 lim $7 =o, 所 以 当 2-0 B$, х2 是 比 3x 高 阶 的 无 穷 小 , 可 记 
H z2=o(3z) Q5 20); 由 lm ZZ =2 可 得 , 当 z 一 0 时 , 2z 与 x 是 同 阶 无 
穷 小 . 

例 1.34 当 z 一 0 时 ， Wy. 与 z? 的 阶 . 
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Ре isinsd 
Iri rnr, 


иү1—-1-х 与 z? 是 等 价 无 穷 小. 

2. 用 等 价 无 穷 小 计算 极限 

定理 1.9 如 果 在 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 , a-a, 0—07, B im 名 存在 
Goo), 则 


lim 


Boim. 
چ‎ 


证 因为 lim =1, lim Ë = 
a В 

lim Ë = lim( £ 

这 个 定理 说 明 , 求 两 个 无 穷 小 商 的 极限 时 ， 分 子 、 分 母 可 分 别 用 它们 的 等 

价 无 穷 小 代替 . 这 是 简化 极限 运算 的 一 种 方法 . 

下 面 列 出 一 些 常用 的 等 价 无 穷 小 : 

当 z—0 Bf, 

sinz—z, tanz—z, 1-082 arcsiuz ~z, arctanz ~z, In(1 + z) 


~z, lz Faik, 


911.35 Жі im ner 
" 
LÀ FEET sin3z—3z, tan$z —Sz, 所 以 


1, 所 以 


] =tim Bim im 


im Sin3z = jim 3r. 3 
lg nsz "lm " S. 
1.36 li 
91.36 Rim Зм. 
解 i ica. sinz--z, BEA 
im Pr lim 25 olim ded. 
12352-08223 52 32:2 57 5 


例 1.37 Rlim SE 
解 3 z—0 89, 1-cosr— 4. а?, 所 以 


r 
зерт R3 ri 2° 


例 1.38 求 tm 205450). 
四 sin2z 


lim 6082 = lim 
m 
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解 当 z 一 0 时 , In(1+4z)—4z, sin2z —2z, 所 以 

这 里 需 注意 的 是 , 等 价 代 换 是 对 分 子 或 分 母 的 整体 或 部 分 因 式 进行 替换 ， 
而 对 分 子 、 分 母 中 "+ "”“ 一 "号 连接 的 各 部 分 不 能 分 别 作 著 换 . 

例如 , 在 例 1.27 t, lim 02 sn 


工 代 换 ， 则 有 im BAZ S sinz 
E E 


习题 1-5 
1. 求 下 列 极限 
(1) lim RZ; (2) lim AZ (e 为 常数 ); 
(4) lim uar, (5) limztan 1; 
im imewn g 
Digg 8) даа, 
2. 求 下 列 极限 . 


)م 


H 
(3) lim(1 7 z)”; 
E 


Qim[1-3)"; о) га 
W ва[1+ gH); O ima 22; © ml), 
owg мыз wm 


3.4 2-181-251- Усни" 是 否 等 价 ? 
4. 证 明 当 z 一 -3 时 rz+6z+9 是 比 z+3 高 阶 的 无 穷 小 . 
5. 用 等 价 无 穷 小 代 换 ， 求 下 列 极限 : 


(1) lim ÊZ; (2) lim азал (3) lim a: 
8722-1 ‚_ У1+23-1 ， ln(1+3tanzz) 
(lim as (lm s (9 lim LER, 


К. 实用 高 等 数学 


第 六 节 ”函数 的 连续 性 与 间断 点 


一 、 函数 连续 性 与 间断 点 


1. 函数 的 连续 性 
在 自然 界 和 日 党 生活 中 有 许多 现象 ,如 气温 的 变化 、 河 流 的 流动 、 生 物 的 
生长 等 等 ， 都 是 随时 间 而 连续 变化 的 . 这 些 现象 反映 在 函数 的 图 形 上 ,就 是 连 
ЖИШШ. 这 也 就 是 我 们 要 讨论 的 机 数 连 续 性 问题 
定义 1.15 UG /(z) 在 点 xo 的 某 一 领域 (包括 zo) 内 有 定义 ， 且 当 x 
一 zo 时 ，7(z) 的 极限 存在 , 并 有 有 
Jim (z) = (zo), 
则 称 函 数 /(z) 在 点 zo 处 是 连续 的 ， 
定义 1.15 还 能 表述 成 另 一 种 形式 . 在 氢 述 之 前 ,我 们 先 介绍 自 变量 z 的 
增 重 (改变 量 ) 及 函数 /(z) 的 增 量 (改变 量 ) 的 概念， 
设 zo 是 自 变量 变化 区 间 内 一 个 给 定 的 值 ，z ERI IH ER 
Ах=х-ху 
称 为 自 变量 z 在 zo ЛЕНИНА (ОЕШ), = 和 zo PERRER GUN 
Ay=/(z)- f(zo) 
称 为 函数 /(z ) 在 zo 处 对 应 的 增 最 (改变 量 )，Ay 又 可 写成 
Ay= f(zo+Ar)- f(zo). 
如 果 函 数 f(x) 在 点 zo 处 连续 ， 即 
lim (z) = flao). 
于 是 有 
ауто Az)  f(zo)]=0, 
即 有 limAy=0. 
综合 上 面 的 分 析 就 得 到 画 数 /(z) 在 点 zo 处 连续 的 等 价 定义 . 
定义 1.16 RAR /(z) 在 点 zo 的 某 一 邻 域 (包括 zo) 内 有 定义 ,如果 当 
自 变量 z Ezo 处 的 增 基 Ar = ~ zo0 时 ， 相 应 的 函数 的 增 基 Ay = f(z + 
Az) -7(zo) 一 0， 即 
limay = limLfGro * Az) - f(a0)]=0, 
则 称 f(z) 在 点 zo 处 连续 . 


£—* A WIR 连续 * $f + 


2. 左 、 右 连续 及 连续 的 充 要 条 件 
由 左 、 右 极限 的 概念 ,我 们 可 建立 左 、 右 连续 的 概念 . 
定义 1.17 如 果 函 数 f(z) 在 点 zo 处 的 左 极限 存在 , 且 等 于 函数 值 
f(zo), 即 
f(zo-0)= lim f(z)7 f(xo), 


则 称 函 数 7(z) 在 点 zo 处 左 连续 ; 如 果 (Cr) ERR zo 处 的 右 极限 存在 , 且 等 于 
ВИЙ f(z), BU 
f(zo+0)= lim f(z) = f(zo), 


则 称 函 数 /() 在 点 zo 处 右 连续 . 
定理 1.10 ”函数 /(z ) 在 点 z 处 连续 的 充 要 条 件 是 /(z) 在 点 zo 处 左 、 
зев, и ` 
flzo-0)= f(zo *0)= f(zo). 
Ж 此 公式 有 两 个 等 号 ， 第 一 个 等 号 表明 lim /(z) 丰 在 ， 第 二 个 等 号 表明 


Рх) ЗААВ (хо). 
FH, 我们 来 给 出 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a，6] 上 连续 的 定义 ， 
定义 1.18 如 果 函 数 /(z) 在 开 区 间 (a，6) 内 连续 , HEENA a 处 右 连 
He, 在 右 端点 5 处 左 连续 ， 则 称 函数 Оз) ЕЙ Са, 5b] 上 连续 , 或 称 у(х) 
是 闭 区 间 [a，5] 上 的 连续 函数 . 
例 1.39 确定 常数 a, 使 函数 
sinz, т< 
f(z)= 


x 
atz, i25 


өн 


在 点 = 至 处 连续 
解 Hoo] Jim seni e 
Д®+о|= lim (a*z)7a*$. 
Pe 
根据 函数 连续 的 充 要 条 件 知 ， 要 使 SOVER z = 2 Atas se, 必须 
A-9) 226] - 162]. 
即 a+ 
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因此 , Ша =1- 2, 函数 f(z) 在 点 工 = 至 处 连续 . 

з. 函数 的 间断 点 及 其 分 类 

如 果 函 数 у= f(z) 在 点 zo 处 不 连续 , 则 称 函 数 f(z) 在 点 ro 处 间断 ， 点 
то 称 为 函数 /(z) 的 间断 点 . 

根据 连续 的 定义 可 知 ,函数 УО) Е zo 处 不 连续 的 原因 ， 无 外 乎 下 列 三 种 
情况 之 一 : 

(1) f(z) 在 zo 处 无 定义 ; 

(2) Jo/(z) 不 存在 ; 


(3) f(t, 但 lim Gr Go 


函数 的 问 断 点 可 分 为 两 类. ETT =o 是 函数 f(z) 的 间断 点 且 在 点 zo 处 
的 左右 极限 都 存在 ， 则 点 ze 称 为 第 一 类 间断 点 ; 否则 ， 称 为 第 二 类 间断 点 ,在 
第 一 类 间断 点 中 , BEAN 7(z) 在 点 zo 处 的 左右 极限 都 存在 且 相 等 ， 则 称 点 zo 
为 可 去 间断 点 ,这 时 ， 函 数 SEN co 或 者 没有 定义 ,或 者 虽 有 定义 ， 但 
(zo) lim f(x) 车 函数 f() 在 点 ro 处 的 左右 极限 都 存在 但 不 相等 ， 则 称 
点 zo 为 跳跃 间断 点 , 这 时 ,函数 f(x ) 的 图 像 在 点 zo 处 产生 跳跃 .在 第 二 类 间 
MAF, FEM fx) VERE ro 处 的 左右 极限 至 少 有 一 个 是 无 穷 大 ， 则 称 点 zo 
为 无 穷 间断 点 . 

例 1.40 НЕТИ нен анин, 若是 间断 点 ， 指 出 其 类 型 ; 

z-1, z<1, 


ау) EZ, 22-1; Qo >1 mL 


O fG) 15, z=2. 
解 (1) 函数 7(z)= ZE z= -1 处 无 定义 ,所 以 点 z= -1 是 间断 


因为 
Jim. m Plo lim (z= 1)=-2, 
所 以 点 x= -1 是 函数 的 第 一 类 间断 点 . 
如 果 补 充 函 数 的 定义 , 令 /(z)|,- -1= -2, 则 该 函 


数 在 点 = = -1 处 是 连续 的 .因此 又 称 点 z= -1 是 f(z) 
的 可 去 间断 点 (图 1-9). 
(2) lim(z-1)=0, dim 0-2, # ra-om 


/(1+0) 都 存在 ， 所 以 点 之 = T 类 间断 点 .由 于 f(1 
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70) f(1 +0), 即 lmf(z) 不 存在 ,函数 f(z) 的 图 像 在 点 z = 1 处 产生 跳跃 
(81-10), RK, 点 == 1 又 称 为 f(z) 的 跳跃 间断 点 . 


d^ 


(3) lim o = 因为 因此 点 z = 2 HEREA 1-11). 
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1. 基本 初等 函数 的 连续 性 
基本 初等 函数 有 : WAM y= z(a 0, p 是 实数 )， 指 数 函数 y= a*(a > 
0，a 天 1)， 对 数 函数 = logz(a >0，a 天 1)， 三 角 函 数 及 反 三 角 函 数 . 
关于 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 的 连续 性 已 在 前 面 讨论 过 ， 它 们 在 各 自 的 定义 
城内 连续 ， 可 以 证 明 (从 略 ): 指数 函数 y = ar 在 定义 域 ( о, + oo ) 内 连续 ; 
对 数 函数 y = log,z 在 定义 域 (0，+ oo) 内 连续 ; WAN у = т^ 在 其 定义 域内 连 
续 , 总 之 ， 基 本 初等 函数 在 它们 的 定义 域内 是 连续 函数 . 
2. 初等 函数 的 连续 性 
初等 函数 是 由 基本 初等 函数 及 常数 经 过 有 限 次 四 齐 运算 ， 或 有 限 次 复合 步 
又 构成 的 .因此 ,一切 初等 函数 在 其 定义 区 间 ( 是 指 包含 在 定义 域内 的 区 间 ) 内 
是 连续 函数 .从 而 初等 函数 的 连续 区 间 就 是 它们 的 定义 区 间 . 
根据 函数 /(z ) 在 点 хо 连续 的 定义 ,如 果 f(z) 是 初等 函数 , H zo Ж/(х) 
定义 域内 的 点 ， 那 么 求 f(z) 当 z— zo 时 的 极限 ， 只 要 求 f(z) 在 点 zo 的 函数 
值 就 可 以 了 ,， 即 lim f(x) = fro) 
例 1.41 Rlimlnsinz . 
= 
# 因为 点 ro= 部 是 初等 函数 f(x) = Insinz 的 一 个 定义 区 间 (0，x) 内 的 
liminsinz = іа 2 = nl =0. 
-i 


例 1.42 Ж lim arccos( /z2+ z- z). 
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Эт arccos z+ z - z) =агеоо[ lim ( /22+ z = z)] 


工 


、 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


在 闭 区 间 上 连续 的 函数 具有 一 些 重要 的 性 质 ， 下 面 我 们 将 不 加 证 明 予 以 介 
g. 

定理 1.11 (最 大 值 与 最 小 值 性 质 ) 如 果 函 数 y= f(z) 在 闭 区 间 [a,6] 
上 连续 , 则 函数 у= /(z) 在 闭 区 间 [a, 5b] 上 必 有 最 大 值 和 最 小 值 . 
x= fO) 


“а ы» т 


图 1-12 8113 


如 图 1-12 所 示 ACE), fe) ИЯ у= f(z) 在 [a, 5] 上 的 最 大 值 
和 最 小 值 . 

车 函数 在 开 区 间 内 连续 ， 则 它 在 该 区 间 内 未 必 能 取得 最 大 值 和 最 小 值 .如 
函数 y = zx? 在 区 间 (0，1) 内 就 无 最 大 值 和 最 小 值 (如 图 1-13). 

推论 1 FEX y= /(z) 在 闭 区 间 上 连续 , 则 它 在 该 区 间 上 有 界 . 

定理 1.12 (MEER) 如 果 函 数 y= f(r) 在 闭 区 间 [a， 5b] 上 连续 ，M， 
m 分 别 是 函数 y= /(z) 在 闭 区 间 [a, 5b] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 则 对 任意 СЄ 
Un, М), 至 少 存在 一 点 e€ [a, 6], @ (2) = СОШ 1-14). 
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推论 2 FAN y= f(x) 在 闭 区 间 [a,5b] 上 连续 , Н /(а)у(ь)<0, WE 


ЭРК (а, 56) 内 至 少 存在 一 点 €, E f (6) =0 (如 图 1-15). 
上 述 推论 是 求 方程 的 近似 解 的 理论 依据 . 
例 1.43 证 明 方 程 z?-4z?+1=0 在 (0, 1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 


证 设 /(z)=z?-4zr?+1, CELO, 1] 上 连续 , Н f(0)=1>0, f(1)= 
-2«0, 因此 由 推论 可 知 ,至 少 存在 一 点 z€ (0, 1), EE 00) = 00y ag 


*120. 
这 表明 方程 z? -4z?+1=0 在 (0, 1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 
38 1-6 
1. 利用 函数 连续 定义 ,证 明 在 у= z) {Е(— о, oo) ERR. 
sin2z 2<0 
2.8 f(x)- zs AE TEY, 函数 f(x) 在 z=0 
32? -2z+#, х20, 
处 连续 ? 
3. 下 列 函 数 /(z) 在 zr =0 处 是 否 连 续 (说 明理 由 )? 
_|#› т>, ,لم‎ 2. 
о [7 22), (2) no КЫ мы 


4. 求 下 列 函 数 的 间断 点 并 指出 其 类 型 . 


„е, „їж= 1, „ый... 
(Dy Dss yt 
5. жш. 

im 81, imtina cos , 

(D lim H, (2) lim Sn OEE , 
(3) limin 002, 
lm, r 
9 ig e, (91m 7 = 
(D ig a, a ws +z+2- Jar +1). 


6. ШЕ z5 -3х -1=0 在 区 间 (1，2) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 
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ж-ж “导数 与 微分 


在 高 等 数学 中 ,导数 和 微分 是 一 元 函数 微分 学 的 重要 内 容 . 在 这 一 章 里 ， 
首先 从 质点 沿 直线 运动 的 速度 等 变化 率 问题 引出 导数 的 概念 ， 然 后 介绍 函数 的 
求 导 法 则 及 其 计算 方法 ,最 后 由 函数 增 基 的 近似 计算 问题 ,引出 函数 的 微分 概 
念 ,并 简单 介绍 函数 的 微分 法 则 及 微分 的 应 用 . 


第 一 节 导数 的 概念 


我 们 知道 ,函数 的 增 量 开 述 了 函数 的 变化 , 它 反 映 了 画 数 随 着 自 变量 的 变 
化 而 变化 所 产生 的 改变 量 . 但 在 许多 实际 问题 中 ,还 需要 进一步 讨论 函数 相对 
于 自 变量 的 变化 而 变化 的 快慢 程度 ,这 类 问题 通常 叫做 变化 率 问题 . 


一 、 变 化 率 问题 的 举例 


1. 变速 直线 运动 的 瞬时 速度 
设 一 质点 按 某 规律 作 变速 直线 运动 ， 若 在 质点 运动 的 直线 上 ， 引 入 原点 
方向 和 单位 长 度 使 其 成 为 数 轴 , 则 在 质点 运动 过 程 中 ,对 于 每 一 个 时 刻 ,质点 
的 相应 位 置 可 以 用 数 轴 上 的 一 个 坐标 来 表示 , 即 在 与: 之 间 存在 函数 关系 
= (a), 这 个 函数 叫做 该 质点 在 上 述 运动 过 程 中 的 位 置 函数 . 下 面 讨论 质点 在 
任 一 时 刻 的 速度 ， 即 瞬时 速度 
由 物理 学 知道 ， 当 质点 作 匀 速 直线 运动 时 ， 它 在 任何 时 刻 的 速度 ， 可 用 公 
式 
» 经 过 的 路 程 
A= Î 
来 计算 . 对 于 变速 直线 运动 ,上 式 只 能 反映 质点 在 某 段 时 间 内 的 平均 速度 ， 无 
法 精确 地 得 出 在 运动 过 程 中 任 一 时 刻 的 速度 .为 求 质点 在 时 刻 te 的 速度 ， 可 以 
从 时 刻 to 到 to+ At 这 段 时 间 内 的 平均 速度 着 手 
设 质点 在 to 时刻 的 位 置 为 s(to), 当时 st stat 
间 :在 to 时 刻 取 得 增 量 At 达到 to+At 时 ~ р 
刻 时 ， 位 置 函数 *(+) 相 应 地 有 增 量 As = s тэл 
(t+ AO = su) (B 2-1). 于 是 比值 
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збож At) = s(t) 
= At Q.1) 


As 
At 
表示 质点 在 to 到 to+ At 这 段 时 间 内 的 平均 速度 ， 记 作 о, M o =A. 

由 于 变速 运动 的 速度 通常 是 连续 变化 的 ， 在 一 段 很 短 的 时 间 A: A, 速度 
变化 不 大 , 可 以 近似 地 看 作 是 匀速 运动 . 因此 ， 当 | At | 很 小 时 ， 上 述 平均 速度 
о 可 以 作为 质点 在 to ВИНЕР РЕ НИШ. 

显然, 当时 间 间 陋 | A | 越 小 ，5 就 越 接近 质点 在 to 时 刻 的 性 时 速度 ， 因 
Ж, эй aro 时 ， 若 式 (2.1) 的 极限 存在 ， 则 称 该 极限 什 为 质点 在 co BAIRE 
时 速度 ， 即 

v(t) = lim? = lim stân- s(t0) 

2. 非 恒定 电流 的 瞬时 电流 强度 

由 物理 学 知道 ， 对 于 恒定 电流 来 说 ， 单 位 时 间 内 通过 导线 机 截面 的 电量 叫 
做 电 流 强度 (简称 电流 ), 设 时 间 ¢ 从 ro 变化 到 ro + At 时 ， 通 过 导线 截面 的 电 
量 为 AQ， 则 电流 强度 可 用 公式 


电流 强度 = 青苗 


来 计算 . 

对 于 非 恒 定 电流 来 讲 ， 电流 强度 是 随时 间 的 变化 而 变化 的 . 因此 ,讨论 非 
恒定 电流 的 瞬时 电流 强度 ， 可 以 仿照 变速 直线 运动 的 瞬时 连 度 问题 那样 来 讨 
ie. 

设 在 导线 中 有 随 着 时 间 4 的 变化 而 变化 的 电 基 通 过， 已 知 从 с = 0 到 任 一 
时 刻 4 的 这 段 时 间 内 ,通过 导线 模 截面 的 电量 为 Q, Me Q 是 时 间 4 的 函 
M: Q= QUO. 现在 来 求 某 时 刻 te 的 瞬时 电流 速度 i(to). 

当时 间 £ 从 te 变化 到 to + At 时 ,电量 函数 的 相应 增 量 为 

AQ = Q(to* At) - Q(t0). 
因此 ,在 这 段 时 间 内 的 平均 电流 强度 为 
j.4Q Q( ta) Qo) (2.2) 


当 At 一 0 BF, 车 式 (2.2) 的 极限 存在 , 则 称 该 极限 值 为 时 刻 to 的 瞬时 电流 强度 ， 
即 


iG ij jm AQ = j 908540908), 
二 、 导数 的 定义 


上 述 两 个 问题 虽然 具体 内 容 不 同 , 但 所 得 到 的 数学 模型 却 是 相同 的 , 它们 
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都 可 归结 为 计算 函数 的 增 量 与 自 变 量 的 增 量 之 比 当 自 变 量 的 增 量 趋 于 零 时 的 极 
R. 在 自然 科学 和 工程 技术 等 领域 内 ,还 有 其 他 许多 实际 问题 具有 这 样 的 数学 
模型 . 我 们 通过 数学 的 抽象 ， 拆 开 这 些 量 的 具体 意义 ， 抓 住 它们 在 数量 关系 上 
的 共性 ,就 可 引入 函数 的 导数 的 定义 

定义 2.1 у Е то 的 菜 一 邻 域内 有 定义 , 当 自 变量 z 在 
zo 处 取得 增 量 Az (S£ zo + Az 仍 在 此 邻 域内 ) 时 ， 相 应 地 函数 y 取得 增 量 Ay = 
f(zo+Az) - f(zo). 如 果 极限 

in A ра, A) 


Ar 
存在 ， ne x, 处 的 导数 ， 记 作 F (zo) 
fa) = lim 2 = lim I ES (za). Q.3) 


wil. | iy 

BE y= /(z) 在 点 s AS ЗМНЕ, FH у= GG n MITES BN 
BUR y= /(z) 在 点 ту 处 不 可 导 . 如 果 地 量 之 比 人 2( 当 Aro 时 ) 的 极限 
DEAK, PERTEN, BARGEN, WER y= /(z) 在 点 zo 处 的 导 
BAZIK. 

显然, Заа DEOR CL k À, MERNEK ro, x0 + 
Az] 上 的 平均 变化 率 , 而 导数 y |。-。 是 本 数 在 点 zo 处 的 变化 率 , 它 反映 了 函 
数 随 自 变量 的 变化 而 变化 的 快慢 程度 

在 式 (2.3) 中 如 果 令 z= xo + Ar, И Az = z xo, 当 Az 一 0 时 ， 有 z 一 
зо, 这 时 式 (2.3) 就 可 改写 成 

F Cao) js f, Q.4) 
这 是 导数 定义 的 另 一 种 形式 ， 

IURE у= /(z) 在 区 间 (a,， 6) 内 每 一 点 处 都 具有 导数 , 即 在 区 问 (4, 0) 
内 每 一 点 处 都 可 导 ,那么 就 和 函数 y= /(z) 在 区 间 (a，5) 内 可 导 . 这 时 ， 对 于 
区 则 (e，6) 内 每 一 给 定 的 =， 函数 都 有 一 个 确定 的 导数 什 与 之 对 应 ， KERU 
ТЯН, ЗА у= fo B, jefe 


y, Го), 82, di. 
即 有 
= im f(z t Az) Аа) 
Га) = lim fta) f). 0.5) 
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BR, 函数 y=/(z) 在 点 xo 处 的 导数 f REFER Gr) ERR zo 

处 的 函数 值 ， 即 
FADES Gl. 

通常 ， 在 不 至 于 发 生 混 清 的 情况 下 ， 导 函数 三 (z) 也 简称 为 导数 ， 

根据 导数 定义 ,就 可 以 把 本 节 中 所 讨论 的 两 个 实际 问题 简 述 如 下 : 

(1) 变速 直线 运动 的 瞬时 速度 v(:) 是 位 置 函 数 s(t) 对 时 间 C 的 导数 ， 即 
v) =. 

(2) AERE BARO ERRE ;(z) 是 电量 函数 Q(4) 对 时 间 c 的 导数 ， 
mG =Q. 


三 、 根 据 定义 求 导数 举例 


关于 函数 的 求 导 问 题 ,我们 先 根据 导数 的 定义 计算 一 些 简单 函数 的 导数 ， 
从 而 推出 一 些 基 本 求 导 公式 ， 

根据 定义 求 y= f(z) 的 导数 ， 可 分 为 以 下 三 步 : 

(1) ЖЖ Ay = f(z + Az) = f(z); 


[DE кы 
(3) REN y = lim АЗ. 
912.1 Жай /(z)= C 为 常数 ) 的 导数 
解 (1) ЖЖ. Ду= f(z +Az)-/(z)=c-c=0; 
(2) 算 比 值 :AY =0; 
(3) MERS (x)= lim 2 = lim0=0， 
即 (Y =0. 0.6) 
9021.2 RANS)" (n 为 正 整数 ) 的 导数 . 


ш (DRHE 
Ду =(х+Ах)"-х" 


DTE RE E 
rat ae BOLT nc asy е (дуя, 

(2) 算 比值 

2. пат ROED e-2 + (Az). 


۰40° 实用 高 等 数学 


(3) 取 极限 
Г) = jim 82 = pim [nart А0 nha e (any ] mas 
即 (zy = nrt, Q.7) 
6, ИШЕК y= z^ (o ЖЖ Н 560) 


(a^) = pt. (2.8) 
ХЗ ЖЕН Аз, RARER фан. 利用 公 
式 (2.8)， 可 以 很 方便 地 求 出 每 函数 的 导数 . 例如 : 


[етуда 


912.3 Ж у= sinz 的 导数 
解 ^у=/(х+Ах)- f(x) = sinCz + Ат)-зш(х) 


m (2.9) 
类 似 地 可 以 证 明 
(cosz)' = —sinz. (2.10) 
912.4 求 对 数 函 数 y=logor(a >0，a 天 1，z>0) 的 导数 
解 Ay=log,(z+ Az) -logar og, 82 jog (|1 + Az], 
be [1S] 
A: 1 de. 
gn [i 
ñz. 1 [бс ей ecl 
in a7 bn zn 1e] oen ды 
m (ов, = zh. Qan 
特别 地 ， 当 a =e 时 ， 得 自然 对 数 的 导数 
(nz) (2.12) 
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四 、 导 数 的 几何 意义 


为 了 对 “导数 是 函数 (在 某 点 ) 的 变化 率 "有 较 直 观 的 认识 ， 可 以 利用 几何 图 
形 来 说 明 导数 的 意义 从 而 能 够 用 导数 来 解决 一 些 几何 问题 . 


根据 导数 的 定义 : (=) = lim A3. 先 观察 增 车 之 比 人 在 函数 图 形 上 表示 


什么 ? 
如 图 2-2(a) 所 示 , 设 自 变量 在 点 z 处 取得 增 量 Az， 则 相应 的 函数 у= 
f(z) 的 增 量 为 Ay= f(z + Az) = f(z). 这 时 , 在 y= f(z) 所 表示 的 曲线 上 对 


应 有 两 点 M(z，y) 及 N(z + Az, y+Ay), TAE MURAL MN 的 斜率 , 即 


其 中 p ENR MN 的 倾角 . 
» у=) 
N 


[7] 
图 2-2 
对 于 上 式 取 极限 , 当 Az—0 时 , 点 N 就 沿 曲线 y = f(z) 无 限 趋 近 于 点 M, 
TAR MN 就 无 限 趋 近 于 它 的 极限 位 置 MT( 图 2-2(b))， 直 线 MT 就 定义 为 
曲线 y= f(z) 在 点 M 处 的 切线 . 因而 切线 的 倾角 a 是 割 线 的 倾角 p 的 极限 位 


] 
E, Ш р-ға. HE, DRHE ana 是 但 线 的 斜率 tang = 人 的 极限 ， 即 
k = tana = limang = lim АУ, 
因此 ， 函 数 y= 7(z) 在 点 z 处 的 导数 广 (x), 表示 曲线 y= SER 
M(z，?) 处 的 切线 的 斜率 ， 即 
f (z)= tana. (2.13) 
如 果 函 数 y= /(z) 在 点 x 处 的 导数 为 无 穷 大 ， 即 
| k= lim ÛY ==, 
WA, 这 时 曲线 y= (x) 在 点 M(z，y) 处 的 切线 委 直 于 工 办 
根据 导数 的 几何 意义 ,应 用 平面 解析 几何 中 直线 的 点 斜 式 方程 , 可 得 出 由 
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线 y=f(z) 在 点 M(zo，yo) 处 的 切线 方程 为 
y-y=f Go) (x ¬ хо). (2.14) 
过 切 点 M(xo，yo) 且 与 切线 垂直 的 直线 称 为 曲线 y= f(z) 在 点 M(zo, 
у) Жа. 由 于 法 线 的 斜率 与 切线 的 斜率 互 为 负 倒数 ， 所 以 当 fro) 50 
时 ,曲线 у= fj(z) 在 点 M(zo, yo) 处 的 法 线 方程 为 
y-739— - (z= xo, (f (x0)#0). (2.15) 
例 2.5 求 抛物 线 ?= z2 在 点 (2，4) 处 的 切线 的 斜率 ， 并 写 出 切线 方程 与 
法 线 方程 . 
解 根据 导数 的 几何 意义 ,所 求 切线 的 斜率 为 
Ai=y l, a7 G2) |,.2=27|,.2=4, 
相应 的 法 线 斜 率 为 taz= — 1, 从 而 所 求 的 切线 方程 为 
y-4=4(z-2), 
即 4х-у-4=0. 
所 求 的 法 线 方程 为 
у-4= -io-2, 
即 х+4у-18=0. 
3 
例 2.6 在 曲线 y- z* 上 , 求 与 直线 >= 3z -1 平行 的 切线 方程 . 
解 已 知 直线 y=3zx -1 的 斜率 为 =3, 根据 两 直线 平行 的 条 件 ， 所 求 切 
线 的 斜率 也 等 于 3. 
3 
根据 导数 的 几何 意义 ,曲线 y = zz 上 任 -- 点 (z，?) 处 的 切线 斜率 为 
key s (al - 34s, 


所 以 , 要 使 曲线 的 切线 平行 于 已 知 直线 ， 4S /т =з, 解 得 zx=4. 


H 
将 z=4 代入 所 给 的 曲线 方程 y= z*， 得 ”=8， 从 而 得 到 曲线 上 一 点 


маа. 8), 于 是 过 曲线 y= 上 点 M(4，8) 处 的 切线 与 直线 y=3z -1 平行 ， 
其 切线 方程 为 

y-8=3(z -4), 
即 y73z-4. 


五 、 函 数 的 可 导 性 与 连续 性 的 关系 
定理 2.1 FEN у= f(z) 在 点 r BIS, 则 函数 在 该 点 处 必 连 续 . 
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证 已 知 函数 y= /(z) 在 点 z 处 可 导 , 即 厂 (z) = lim АУРЕ, 由 具有 极 
限 的 函数 与 无 穷 小 的 关系 可 知 
Ау уа) жа, 


其 中 ,a 为 当 Ar~*0 时 的 无 穷 小 . 上 式 两 边 同 乘 以 Ar, 得 
Ay= 厂 (z)Az+aAzr. 
由 此 可 见 ， 当 Az—0 时 , 必 有 Ay—0. 这 就 表明 函数 y= f(z) 在 点 z 处 是 
X. ЧЕНЕ. 
该 定理 表明 了 函数 在 某 点 连续 是 函数 在 该 点 可 导 的 必要 条 件 ， 但 不 是 充分 
条 件 ， 即 函数 在 某 点 连续 却 不 一 定 在 该 点 处 可 导 . 
例 2.7 函数 y= f(z)= ITER x =0 处 连续 (图 2-3), 但 不 可 导 . 
解 这 是 因为 lm7(z)= lm Ут =0= f(z), 即 imf(z)=/(0), 所 以 , i 
数 f(x) 在 z=0 处 连续 . 
而 在 z=0 处 , 有 
э +Az)- f(0) ,  Jü*Ar-. 
= li zl H 
nima. CI YO 
即 导数 不 存在 , 函数 = f(z) = 的 图 形 在 原点 O(0，0) 处 的 切线 三 直 于 т 
轴 ， 切 线 的 斜率 为 无 穷 大 . 


图 2-4 


图 2-3 


例 2.8 @Жу=/(х)= V у= f(z)= |z1) 在 点 zx=0 处 连续 (图 
2-4)， 但 不 可 导 . 
解 这 是 因为 在 z=0 处 有 


Ay _ f(0*Az)- /(0) Otar} -VÈ _ 1Azl 
Ar Ах Ar Ar ” 
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Y -Ағ 
左 极限 lim Ê = lim Zl = ıi ==. 
限 lim AY= lim m 22 


可 见 , 左 、 右 极限 存在 但 不 相等 ， 故 im 人 不 存在 , 即 导数 F ORFE. 
这 在 图 形 上 表现 为 曲线 y = Vz5i 在 点 处 没有 切线 (图 2-4). 

在 例 2.8 中 涉及 到 当 Az~0 时 人 的 左 、 右 极限 ， 在 此 我 们 引进 左 导数 和 
右 导数 的 概念. 由 于 函数 y= /(z) 在 点 zo 处 可 导 是 指 极限 


存在 ， 而 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 左 、 右 极限 存在 且 相等 . RH, f (zot 
在 的 充分 必要 条 件 是 左 极限 
lim A¥ = lim 


ano ae 


/(хо+ Ат) - f(zo) 
Ах 


及 右 极限 
Ду. f(zotAr)- f(zo) 
A uS 
都 存在 且 相 等 . 这 两 个 极限 分 别称 作 函 数 /(z) 在 点 zo 处 的 左 导数 和 右 导数 ， 
ЗЕЕ У. GI f, (zo), BD 
= lim 202042) (zo) 
Га) = lim FEAD Gal, 
у.о) = lim Io - f 
me ۵z 


综 上 所 述 ， 可 得 结论 : 函数 f(z) 在 点 zo 处 可 导 的 充分 必要 条 件 是 左 导数 
f'- (zo) 及 右 导 数 厂 * (zo) 都 存在 且 相等 . 

依据 上 述 结论 可 知 ， 在 例 2. 8 中 就 是 函数 y = |z | 在 x = 0 处 的 左 导数 
f -(0= -1, 而 有 导数 了 ,(0)=1, f - (0) f. (0), 故 该 函数 在 点 z=0 处 
TIS. 


artl, ± 


<2, 
92.9 HAN f(z)= 24 >з 在 了 ”2 处 可 导 , жань юй. 


解 由 题 设 知 (2) 存 在 , ИЯ f -(2)= f (2), 
因为 /(z) 在 z=2 处 可 导 , 则 f(z) 在 工 =2 处 连续 . 
由 lim f(z)= lim (az *1)72a +1, 
= E 
lim f(z)= lim (z^*5)-4*5, 
= E 


所 以 lim f(z)= lim f(z), 
E E 
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即 2a 1745, а= 255, 


由 f -(2)= lim f(z)- fQ) -f= 
= = = 
f(z)-fQ)_ i. (z*+b)- Qa +1) 
= lim 
222 2-2 


im 0226) (4+6) 
en z-2 
= lim (z +1)=4. 
E 
因为 函数 /(z) 在 z=2 处 可 导 , f -(2)= f . Q), 
,所 以 а=4. 


将 a=4 代 入 , 得 b=5. 
习题 2-1 


1. 物体 作 直线 运动 的 方程 为 *= +3, R: 

(1) 物体 在 2 秒 到 2 + At 秒 这 段 时 间 的 平均 速度 ; 
(2) 物体 在 2 秒 末 的 瞬时 速度 ; 

(3) 物体 在 to 秒 到 to + At 秒 这 段 时间 的 平均 速度 ; 
(4) 物体 在 to 秒 末 的 瞬时 速度 . 

2. 用 导数 的 定义 求 下 列 函数 的 导数 ， 

(1) 7(z)= az+6， 其 中 a，6 都 是 常数 ; 

(2) f(z)= /z, 在 z=2 处 ; 


G) а) 25 
(4) f) coss. 


imCaztD=-(2a+tD ,4ے‎ 
im к=? s 


3. 下 列 各 题 中 均 假定 广 (xo) 存 在 ,根据 导数 的 定义 求 下 列 极限 值 : 


。 (ze-Az)-F(zo) 
(0 ja CIE E, 
Q2) иң ft Gs - MD, 


(G) pp et FOR MO. gph a, o ERM. 


4. 利用 导数 公式 求 下 列 函 数 的 导数 : 


Mysz (2) у= 720; (3) y= (4) y= = 


a 


(5) d (6) y=logsz; (7) y-lgr. 
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5. 求 曲线 y= lnz 在 点 M(e, 1) 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 
6. 曲线 y= 了 z 上 哪 一 点 的 切线 平行 于 直线 3z -y+1=0. 


I 
7. nens rco d zt TÉO e Lco 处 的 连续 性 和 可 导 性 . 
0, т=0 


第 二 节 ”初等 函数 的 导数 


前 面 根据 导数 的 定义 , 计算 了 一 些 简单 函数 的 导数 . 但 是 , 对 于 比较 复杂 
的 函数 ,根据 定义 求 导数 将 是 很 困难 的 . 从 本 节 起 , 将 介绍 一 些 求 导 的 运算 法 
则 ,借助 于 这 些 法 则 ,就 能 比较 方便 地 求 出 常见 的 函数 一 一 初等 函数 的 导数 . 


一 、 函数 的 四 则 运算 求 导 法 则 


定理 2.2 ИЖ u=u(z), v= v(z) 在 点 zr 处 可 导 , 则 它们 的 代数 和 、 
差 、 积 、 商 (分 母 不 为 零 ) 在 z 处 仍 可 导 , H. 


(1) (£v) =u tv; (2.16) 
(2) (ио) = u'v + u'v, 特别 地 (cu) = cu Cc 为 常数 ); (2.17) 
o (2) = (2.18) 


下 面 我 们 只 证 明 法 则 (2)，(1)(3) 的 证 明 从 略 . 

证 设 y=u(z)v(z), 则 

Ay =u(z+Ar)o(z+Ar)-u(z)o(z) 
= и(х + Ax)v(z + Ax) - u(z)u(z + Ат) + u(z)v(x + Az) - u(z)v(z) 
-[u(z* Az) -u(z)]v(z + Az) + ux) v(z + Az) -v(2)] 
=Auv(z + Ат) + u(z)Av. 

Ax MG Az) + u(x). 

Аг 

因为 函数 u (z) vC ER + E w 


dm A= (0): dim 80-02). 
ХИ u(x) 在 点 x 处 连续 ， 故 有 
limv(z +Ar)=v(z). 
25, 


TR 


第 二 章 кь A 


从 而 有 [u(z)s(z)Y = G)v(G) + u(z)v (z). 
上 述 法 则 (1) 可 以 推广 到 有 限 个 可 导 函 数 的 情形 , 即 
(uturi tu, EE 
法 则 (2) 也 可 以 推广 到 有 限 个 可 导 函 数 积 的 情形 ， 即 
(илло) = илло + uu to + uvw'. 
9/210 By-Jr-lesnr-m2 R y. 
解 уу - [1] сагу - Q2 
1 
=(«?у - (a7!) + (sinz = (I2) 
"deae -0 
ue 
例 2.11 #у=/тсот, Ry. 
解 у= Сот) =(/z) osz + /т(совх)у' = =ч -Wzsinz. 
例 2.12 (2) = z*(Inz)sinz, R f(z). 
解 f (2= [zz(lnz)sinz] 


= (22) (Inz)sinz + z*(Inz )'sinz + zz(lnz)(sinz) 
= 2z (Inz)sinz + z? Lanz + z?(Inz )eosz 
722 (Inz)sinz + zsinz + z^ (Inz )eosz. 
812.13 R y= 2x? - gk + sin Z, 求 y 及 y |. 
解 ر‎ = (2z2 (а 
由 此 可 得 уре 


^ sina |. ing)’ — si r 
ИГОР cnin onc) 


соёт 
从 而 可 得 到 正切 函数 的 导数 公式 : 
(tanz) =secz. (2.19) 
用 同样 的 方法 可 推出 余 切 函数 的 导数 公式 : 
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(cotz) = — sez. (2.20) 
例 2.15 设 y=secr, Ry. 
解 y= (Dl) sinz - 


(созт)? K "=ч. 
从 而 得 到 正 割 函数 的 导数 公式 : 
(secz) =secztanz. (2.21) 
用 同样 的 方法 可 推出 余 割 函数 的 导数 公式 : 
(esez) = -сзстсот. (2.22) 


912.16 Ë f(z) = SEZ, ж F(0). 
= (tanzsecr)’ (1+ 2) ^ tanzsecz*(1 + x) 
解 ra= а-ы 
rsecr + tanrsecrianr + > Secr 
G +z 
= secz [(sechz + tan z )(1+ z) > tanz 
(+z * 


усо) = Sz [Gea + tan*z)(1 + 2) tanz] ai 


(+z): “= 


2 


二 、 反 函数 的 导数 


前 面 已 经 得 到 了 常数 、 生 函数 、 三 角 函 数 及 对 数 函 数 的 导数 公式 . 下 面 要 
推导 指数 函数 和 反 三 角 函 数 的 导数 公式 . 由 于 指数 函数 和 反 三 角 函 数 分 别 是 对 
数 函数 和 三 角 函 数 的 反 函 数 ， 所 以 先 给 出 反 函 数 的 求 导 法 则 . 

1. 反 函 数 的 求 导 法 则 

定理 2.3 设 直接 函数 y= /(x) 在 某 区 间 内 单调 连续 ， 在 该 区 间 内 任 一 点 
z 处 具有 导数 , B f'(z)20, 则 其 反 函 数 z=$(y) 在 对 应 点 у 处 也 有 导数 , Н 
有 


YO дуу GI. (2.23) 


证 由 于 函数 y= /(z) 在 给 定 的 区 间 内 单调 连续 ， 因 此 ， 它 的 反 函 数 x = 
$(y) 在 对 应 的 区 间 内 也 是 单调 连续 的 . 故 当 y 有 增 量 Ay(Ay 天 0) 时 ,相应 地 
有 增 量 Az =$(y+Ay) – #05), B Az=0. 因而 有 

Ах l 
Ay Ay^ 
Ar 
由 于 z=g(y) 连 续 ， 所 以 ， 当 Ay 0 时 , 也 一 定 有 Az—0. 又 由 于 y= 


FG z ЖГ, H f (2)#0, Elim A20. 
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"C - OA PE EEE | 
те nay Em Ay FY 
Ar 
即 证 得 Yo RU Go. 
下 面 用 公式 (2.23) 来 推导 指数 函数 和 反 三 角 函 数 的 导数 公式 


2. 指数 函数 的 导数 
为 了 使 推导 的 结果 与 通常 使 用 的 函数 的 记号 相 一 致 , 现 选取 直接 西数 的 自 
变量 为 y, 因 变量 为 ,这样 公式 (2.23) 就 改写 成 
Y (= FE 09. (2.23) 
现在 应 用 公式 (2.23 ) 来 推导 指数 函数 的 导数 公式 . 
设 对 数 函数 z = logy(a >0，a 关 1) 是 直接 函数 , 则 指数 函数 = ar 是 它 的 
ERN. 通常 ， 对 数 函数 = = logo 在 区 间 0< y< + 内 单调 可 导 ,其 导数 为 
(oes) = (a) eid SL 
ЖАО ОУЕН 0< z < + oo( 对 数 函数 的 值 域 ) 内 ， 所 求 的 指 
数 函数 y= ar 的 导数 为 


Ж у=а 代入 上 式 右 端 , 得 
(a*)' = a*lna(a >0, a21). (2.24) 
当 a=e 时 , 公式 (2.24) 成 为 
(еу ас. (2.25) 
012.17 Hysa, Жу. 
WE y —(a*Y2* + a* (4*)' = апа *z* + aax" ^! = a"(z*lna + az* ^). 
3. 反 三 角 函 数 的 导数 
(1). 反正 弦 函 数 和 反 余 弦 函 数 的 导数 
设 z = siny 为 直接 函数 , W у= arcsinz 是 它 的 反 函 数 . 因为 函数 z = siny 
在 区 间 - 于 <y< 各 内 单调 可 导 ， 且 直接 函数 的 导数 为 


&- cosy >0 ( -®<у<®), 


根据 公式 (2.23’)， ENERE -1<z<1 内 有 


+Ë + 实用 高 等 数学 


其 中 ，cosy = СИЕ FER <y < TM, cosy >0. 
从 而 可 得 到 反正 弦子 数 的 导数 公式 


(arcsinr) = An (2.26) 
= 
用 类 似 的 方法 可 得 反 余弦 函数 的 导数 公式 : 
(arecosz) = — Am (2.27) 
= 


(2) 反正 切 函数 和 反 余 切 函 数 的 导数 
设 z= tany 为 直接 函数 , W y = arctanz 是 它 的 反 函 数 . 因为 函数 x = tany 


在 区 间 - 豆 <y< 喜 内 单调 可 导 ， 且 直接 函数 的 导数 为 
JE = Cany) = едут -$€«»«il 
根据 式 (2.23'),， 在 对 应 区 间 - 1<z<1 内 有 


dy. ENS eer = 1 
ds (nana) "рд. 1+ш?у 1+=” 
从 而 可 得 到 反正 切 函数 的 导数 公式 : 
(aretanz) = hg. (2.28) 


用 类 似 的 方法 可 得 反 余 切 函数 的 导数 公式 : 
(arccotz) = — iex 

例 2.18 y e"arctanz + 2arccosz, Ж y’. 

解 у = (eraretanz 上 + AM = (e'arctanz )' + (2arccosz )" 


"ww o. 3 ua 
: 


a (eren Eu, am 


三 、 复 合 函数 的 求 导 法 则 


到 目前 为 止 , 我们 已 经 掌握 了 基本 初等 函数 的 导数 公式 及 函数 的 四 则 运算 
的 求 导 法 则 . 但 对 于 一 般 的 初等 函数 的 求 导 , 还 需要 解决 复合 函数 的 求 导 问题 . 
例如 ， 要 求 函数 y = sin2z 的 导数 ， 就 不 能 用 导数 公式 (sinz) = cosz 来 计 
算 而 得 出 (sin2z) = cos2z. SES: E, 利用 函数 乘积 的 求 导 法 则 ， 得 到 
(sin2z)’ = (2sinzcosr) = 2(sinzcosz ) 
72[(sinz)'cosz + sinz (cosz)' ] 
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7 2[cos*z — sin! z ] =2cos2 7 cos. 
这 里 ,我 们 应 注意 到 ，y = sin2z 是 由 y= sinu, u =2z 复合 而 成 的 复合 函 
数 . 下 面 就 来 推导 复合 函数 的 求 导 法 则 . 
定理 2.4 GEMAN) 如 果 函 数 “= 98(z) 在 点 z 处 可 导 , у= f(u)TEXE 
应 点 w= gp(z) 处 也 可 导 , 则 复合 函数 y= flol) JEN z 处 也 可 导 , Н 


dy dy, 
Blk. (2.30) 

上 式 也 可 写成 
Узуми. Ж у(х) = Qe). (2.30) 


式 中 的 y, 表示 y 对 z 的 导数 ，y'。 表示 y 对 中 间 变 量 的 导数 ,而 un 
示 中 癌变 量 и 对 自 变量 z 的 导数 ， 

证 当 自 变量 x 有 增 量 Ar 时 ， 相 应 地 函数 и 有 增 量 Au， 从 而 函数 y 也 
ЖИ Ay. HFN у = 7(v ) 在 点 u 处 可 导 ， 因 此 ,极限 lim ELS 


于 是 根据 具有 极限 的 函数 与 无 穷 小 的 关系 有 


Ay dy 
Au du +% 


"P, a 是 当 Auo 时 的 无 穷 小 . 上 式 两 端 同 乘 以 Av(Av 尖 0), 得 
Ay = au + aðu, (2.31) 


两 端 同 除 以 Axr, 得 


Ay dy,Au, Fe 
Ах du art 


当 Az 一 0， 上 式 两 端 取 极限 , 得 
dy,Au, Ди 


Ay мш 
mar аы Az rv 


BARN u= p(z) 在 点 x ДФ, Ili Ó“ = x uere z 
处 可 导 必 连 续 ， 于 是 当 Aron, A Au 一 0. 故 有 


lima = lima =0. 
ате aen 


TR 


Ay dy,Au , ди 
Im to e atre ди) 


= нщ ع۵‎ + lima lim Аш „йу.йн o. dv. du 
„йш d 


вр 
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前 面 讲 过 函数 y = sin2z 是 由 函数 y= sinu, u =2z 复合 而 成 的 复合 函数 ， 

现 应 用 公式 (2.30), 可 得 
(sin2z )' = (sinu)',*(2z)' = сози x2=2cos2z. 

利用 复合 函数 的 求 导 法 则 时 ,关键 是 把 所 给 的 复合 函数 分 解 成 若干 个 简单 
函数 (一 般 为 基本 初等 函数 或 基本 初等 函数 的 四 则 运算 ) 的 复合 ,而 这 些 简单 函 
数 的 导数 都 已 会 求 ， 然 后 再 像 “ 剥 筹 "那样 ， 由 外 层 到 里 层 ， 层 层 求 导 后 相 胰 . 

例 2.19 #у=за/т, Жу. 

Ж y=sin Vz 是 由 y=sinx，vw = Vz 复 合 而 成 的 复合 函数 ， 利 用 复合 函数 
的 求 导 法 则 , 得 


dydy 4и. у а ай GUAE UN 
= 92-68 = (апи) СУ, = сози 71g 


Ж йл E SGERITILAUHOR, Le e p 9 FARRAR 
ЖАЖА. 


912.20 设 y=Intanz, RA, 
解 у=1мапт 是 由 y=Inu，u=tanz 复合 而 成 的 复合 函数 ,因此 
dx c dy. de = (nu (tanz), = seez=cotzseczz， 


dr du dr 
例 2.21 TEES 
解 把 y= Ja TARR у= аи =a x, 因此 
=). (a= +2), = (22) = - 


应 当 注 意 ， 用 复合 函数 求 导 的 连 镇 法 则 时 ， 函 数 应 当先 对 中 间 变 量 求 导 ， 
然后 乘 以 中 间 变 量 对 自 变量 求 导 . 当 对 复合 函数 的 分 解 比较 熟练 后 ， 可 以 不 必 
写 出 中 间 变 量 ， 而 采用 下 面 例题 的 运算 方式 ， 从 外 到 里 层 层 求 导 . 


例 2.22 W y-In(1 z?), ж. 


* S -Usez»y- 2z 


Itz” 


在 计算 过 程 中 ,实际 上 把 1 + 22 看 作 中 间 变量 u. 
例 2.23 设 y= YSnz+esz, ЖАЎ. 


PIU... f. 3 
i 
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在 计算 过 程 中 ,把 sinz + созт 视 为 中 间 变 量 . 

复合 函数 的 求 导 法 则 ， 可 以 推广 到 多 个 中 间 变 量 的 情形 . 下 面 给 出 两 个 中 
间 变量 情形 的 复合 函数 的 求 导 公式 . 

设 复合 函数 y= f(p(p(z))), 其 分 解 式 为 y= f(u), u= ф(о), v= 
9(z), 则 有 


上 式 也 可 写成 
y = yao, 或 y()-f(u)g (о) (=). 
这 里 ,假定 上 式 右 端 所 出 现 的 导数 在 相应 点 处 都 存在 . 


Vu, u=sinv, v=}, 这 里 u, v 是 两 个 
HER. SULGEX ABRIR MU, 得 
du d: 
бз dx. d. m 1j 


-| 


车 不 写 出 中 间 变量 ， 则 也 可 直接 求 导 如 下 ; 


dx а al iint) 
dz (fos) 2 1 m 
H 
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如 果 求 导 计算 熟练 后 ， 还 可 省 略 演算 步 双 ， 直 接 写 出 层 层 求 导 的 结果 . 
例如 


Arles NN rs d 
(cos /1*Inz)' = – зіп EE rs =a E. 
9226 Wycinee ri SOR y. 


Р 1 1 |). 
ж y= 1 (==) 
E 


a^ xz 
gt ge gy gm alea) 
(р e+) 
= TIC 


1 
tan Я 
ade 22) tate ut 


чш Ыш REOR SH SUR 


m 1 1 WS dx 

y = cos ae курш ral c] 
К: C a cr 
Са? + g2) Е. 

例 2.27 Ë у= зуба), RPEN SOTE, Ry. 


解 “ 先 用 函数 乘积 的 求 导 法 则 ; 当 求 函 数 f(a ) 的 导数 时 ， 再 利用 复合 函 
数 的 求 导 法 则 . 于 是 得 


xy = f(^) * xf (aF) a Y = f(a) + xf (a) a Ina СУ 
= Каб) + af (4^) d Ina .一 ima P) LE ph). a^ ша. 


82.28 设 y=zin(z+ /1+22), Ry. 
Ж у= + ға) + z[In(z + /1+ z2)]' 


== +/+) +- ўе MAA 
2x 
Ed >: SE sa 
=ln(rz+Jl1+zx2)+ 
d ETA 
例 2.29 设 y= +h fix ‚Жу. 


TET 
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TĒ) dana + eosz) -Isinz] 


_ Sosz (1 + совт) — sinz ( -sinz) , 1[--sinz- ы] 


г (1 + созт)? *cosr sinz 


(1+ совх)2 3 зіп (1 + cosz) 
2d _l i*oer 
1+eosr 3sinr(l+cosr) 
1 
ШЕТ? 

最 后 ,我 们 利用 复合 函数 的 求 导 法 则 及 指数 函数 的 导数 公式 , 就 z >0 的 

情形 来 证 明 一 般 情况 下 的 等 函数 的 求 导 公式 : 
G^) = ui^" (a 为 实数 ). 

因为 ee 
所 以 а а (еу = eth ung) eel et ی س‎ 

热 记 基本 初等 函数 的 导数 公式 , 熟练 掌握 求 导 运算 法 则 ， 对 于 求 初等 函数 
的 导数 是 非常 重要 的 . 为 了 便于 查询 , 现 将 前 面 所 推导 出 的 导数 公式 和 求 导 法 
则 归纳 如 下 : 

1. 基本 求 导 公式 

(D (Y =0; 


1 
一 3cser， 


(2) (z) = pa^" (a 为 实数 ,天 0); 


(3) (sinz)' = созт; (4) (cosz)' = —sinz; 
(5) (tanz) = sez; (6) (cotz) = — csr; 
(7) (secz)' = secztanz ; (8) (csez 一 cscrcotri 


(9) (а*) = a*lna(a >0, a#1); (10) (ey =e“; 


(и) (logar) = zh; (12) (Inz)' 
(13) (arcsinz) = (14) (arccosz) = -7 
(15) (aretanz) = s (16) (аео) = = ly. 


2. 函数 的 四 则 运算 的 求 导 法 则 

设 函 数 w=u(z), v=vw(z) 均 可 导 , RU 

(1) (utv) =u kv’; 

(2) (ио) = u'v + uv’, 特别 地 (cu》= cu” (c 为 常数 ); 


e 2] = $9 uo. 
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3. 复合 函数 的 求 导 法 则 
设 y=f(u) 及 w=gp(z) 均 可 导 , 则 复合 函数 y= f(g(z)) 的 导数 为 


dy-dv.de 或 уа) = f (up (2). 


dr du dz 
习题 2-2 
1. 求 下 列 函 数 的 导数 . 
(1) y>=3z5-2z+3; 
۵ y2 G en[ 7-3): (4) у= (z+ 32 +5)віпг; 
(5) y= 工 ; (6) у= 525; 
1+ si 
(7) ?= ] (8) ,در‎ 
(9) у= z^e^sinz ; (10) n" 
2. 求 函 数 在 所 给 点 处 的 导数 . 
(1) # y=sinzcosz, Ж у ml y [ДП 
3 
(2) it y= teint cont | us 
1 
2 

(9) Шо) =z + RFD, ГО); 
W 8 у) E, ra). 

1+/z 
з. 求 下 列 复合 函数 的 导数 . 
(1) у= Gz? + Sz +6)”; (2) y=si (Kz +b); 
G) =e; (4) y= (1+ Jitz; 
(5) y= A: (6) y=tunln(2z+1); 
(7) у= 19(2*+322+ 5); (8) у= a*cos(3z - 2); 

ad 

(9) y-3"*; (10) у= arcsin 225 з 
(1) y= arecos(a*) (12) y=aresin(Inz); 
(13) y» arccos |; (14) y=arcian| Z+); 


(15) у= In[In(Inz)]; (16) у= Vz+Vz+Vzi 
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(17) y= atm, (18) y=2"= arctan(2*) ; 
аз) y- аа Jata) (20) y= sin3zeos2zi 

(CD у= {ша он 2), (22) y= notz; 

Q3) y= (зы, (24) y= logs(z3- сов): 
(25) у= cosinz?; (26) у= Таш? + Incosz; 
(27) y= ei, (28) ر‎ 

Q9) у=3®, (30) y= arccos ©; 

(31) y = aresin(sinz ); (32) »7 bcm 132, 
(33) элмен td, (34) y= erlnsinzi 

(35) y = z?arcsin2*; (36) у= sin5z + sin z + sinz5, 


4. OR FIEBER E SUUS HC. 

DL жу 

DLE P 

НЫ: TF, ж (0); 

(4) V f(z)=In[(z22 *3) (2+1), R F(1). 
第 三 节 高 阶 导数 


我 们 已 经 知道 ， 变 速 直线 运动 的 速度 v(e HLR (4) 对 时 间 ¢ 的 导 
Га 
=й 或 veri). 
而 加 速度 a HEKER v( RR c 的 导数 ， 即 
Pal) m asror. 


这 种 导数 的 导数 是 | #) st CO IB ж 的 二 阶 导 数 ， 记 作 
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所 以 ,变速 直线 运动 的 加 速度 就 是 位 置 函数 * 对 时 间 + 的 二 阶 导数 

一 般 地 ， 函 数 y= f(x) 的 导数 = fO DIOE z 的 函数 . 如 果 函 数 
三 (z) 的 导数 存在 , 那么 称 y = 了 (x) 的 导数 为 本 数 y= f(x) 的 二 阶 导数 , 记 
Era, yx, m 

» 
fiuc. y-oy s Stfg). 

相应 地 ， 把 y=/(z) 的 导数 了 (x) 叫做 函数 y=/(z) 的 一 阶 导数 . 

类 似 地 ,如 果 函 数 у = 厂 (z) 的 导数 存在 ,那么 这 个 导数 称 为 原来 函数 y 
= f(x) НЙ, 记 作 =f a). 一 般 地 ，(m 一 1) 阶 导数 yon = /4" 
(z) 的 导数 存在 ， 这 个 导数 称 为 原来 函数 y = /(z) 的 п 阶 导数 . 自 二 阶 及 二 阶 
以 上 的 导数 分 别 记 作 


у, у”, у®, ons y 
或 

dy dy dy Фу 

di" dr 7 dat 


函数 的 二 阶 及 二 阶 以 上 的 导数 统称 为 高 阶 导数 . 事实 上 , 求 函数 的 高 阶 导 
数 就 是 应 用 前 面 学 过 的 方法 ， 逐 次 地 求 出 所 需 阶 数 的 导数 . 


例 2.30 Ü s= Asin(ut +p), жїз. 

解 至 = Лысы + p), а = Аш?зіп(а + p). 
912.31 求 下 列 指数 函数 的 n 阶 导数 : 

(1) уе; (2) y=a*(a>0, аз1). 

解 (1) y=e™,y re", y= re, =, 一 般 地 ,可 得 
y= (e)0 = re (п=1, 2, =). 


(2) y=a*, 

y *)' =а*1па, 

y = (аа) = a*(Ina?, 
a* (Ina) ] = a* (Ina)? 


y 


一 般 地 , 可 得 yt) = (ar) = a*(Ina)"(n =1, 2, …). 
912.32 求 对 数 函数 y=In(1+ z)É n 阶 导数 . 
解 y=In(1+z)， 


zt‏ خخا 
ryz" 0*5‏ 
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— — ~ 
у= трат ажа), 


X-CDC2*2)3-2(7 121 (+z), 
у= (-1)2(-3)21 (1+z)-4=(-1)33! (1+2), 


y 2(-1)77 23a 001+ 2) 7" (-1)" а 21)! (1+ 
ay”, 
即 
Dn 2) = (o pr DE (asi, 2, +5), 
RIME 01 = 1， 所 以 ， 上 述 结果 当 n = 1 时 成 立 . 
Ë 求 夯 数 的 n 阶 导数 的 关键 是 找 出 各 阶 导 数 的 规律 ， 一 般 不 要 先 对 各 阶 
导数 的 来 数 进行 化 简 运 界 ， 以 便 找 出 来 数 的 规律 . 
Bl 2.33 求 正弦 函数 y=sinz Hn 阶 导数 . 
解 y=sinz， 


у овен), 


ун) ааа) Је 2-2]. 


7 in| 263-2]. 


y 


=) 


ЕЕЕ 
从 而 得 到 函数 sinz 的 n 阶 导数 公式 : 
Са) а(н) (2.32) 
用 类 似 的 方法 可 得 余弦 函数 的 п 阶 导数 公式 
(eosz) = cos e]. (2.33) 
912.34. REEM у= z^ Ca 是 任何 实数 ) 的 a 阶 导数 . 
Ж уут, 
Y (y pp- 1277, 
Y=[p(p- De Y =a (a - (n -2)277, 


一 般 地 ， 可 得 
ار‎ = иби -1)(и-2)--(и-п *1)z^7", 
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(7)? = plp -1(a 72) (a7 n*1)2777. 
特别 地 ， 当 2 = k 为 正 整数 时 ， 可 得 到 以 下 结论 : 
k(k-1)-2)-(k-n*1)2*77, kn, 
ee] 


at. к=п, 
0, k<n. 
912.35 Lira ym. 
解 若 将 y 对 z 连续 求 导 n К, 则 较 难 归纳 出 "70 KORR. 因此 , 先 
Saa P ЕА 
将 y нане трут Ч 
"exl ^ 


dq 
00-25-0002 туз (09 [5-05]. 
P T cael 
x-caya [oc»X-coech 
H 


ар 
2(-0D*3 [5 ch 
一 般 地 ， 可 得 

1 


ssena [3a- cem] exo. 


2823 
1. 求 下 列 函 数 的 二 阶 导数 . 
(1) y=2z2+lnzi Q) у=! Qy yasa; 
(4) y=e 'sint; (5) у= a; (6)  — 
(7) y=ln(1-z2); (8) y=tanz; (9) ولچ دو‎ 


(0) y= (1+ ага} (П) y=eo#zlnz; (12) y= Ê; 


(13) y= ze; (14) y=In(z + /1+ z). 
2. # f(z)= (z +10)5, R F(2). 
3. 验证 函数 y = ersinz 满足 关系 式 : y -2y +2y=0. 


4. 验证 函数 y= ef + er 满足 关系 式 : ny"+ Ty 一 二 y=0. 


5. 求 下 列 函 数 的 n 阶 导数 : 
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2 


(1) у= 2" + аіл" + aza"? ++ + aniz +а, (ар аз, s a, 都 是 党 
*0; 

(2) y=sim zs 

OQ» 

(4) y= Yi*2i 

(5) у= zlnz; 

(6) у= ze". 
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一 、 隐 函数 的 导数 


以 前 我 们 所 遇 到 的 函数 ， 大 多 数 可 用 公式 法 表示 成 y= /( 工 ) 的 形式 , 这 样 
的 函数 称 为 显 函数 . 

在 通常 的 情况 下 ,一 个 含有 т 与 y 的 二 元 方程 也 可 能 确定 y 是 x 的 函数 ， 
例如 ,在 方程 xz+ 4zy? - 3 - 2-0 P, 当 z 在 (-o，+oo) 内 任 取 一 个 值 
时 ， 相 应 地 就 有 一 个 满足 此 方程 的 y 值 与 之 对 应 ， 故 这 个 方程 确定 了 y 是 zx 的 
函数 . 

一 般 说 来 ， 如 果 在 z, y 的 二 元 方程 中 , 当 z 取 某 区 间 内 的 任 一 值 时 ， 相 
应 地 总 有 满足 该 方程 的 一 个 y 值 与 之 对 应 ， 那 么 就 说 该 方程 确定 了 y 是 zx 的 函 
ж. 这 样 的 函数 称 为 隐 函 数 . 

把 一 个 隐 函 数 化 成 显 函 数 ， 叫 做 隐 函 数 的 显 化 . 例如 ， 从 方程 y 一 1 
=0 中 可 以 解 出 y= 71 一 x5, 又 例如 ,方程 = + 4zy? -3y -2=0， 却 无 法 把 
y 表示 成 zx 的 算式 . 由 此 可 见 ， 隐 函数 的 显 化 有 时 是 很 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 
的 、 

我 们 希望 有 一 种 办 法 ,不 管 隐 函 数 能 否 显 化 ， 都 能 直接 由 方程 算出 它 所 确 
定 的 隐 函 数 的 导数 . 下 面 我 们 通过 具体 例子 来 说 明 这 种 方法 - 

例 2.36 求 由 方程 3zz+ ту-5у + 1=0 所 确定 的 隐 函 数 y= y(z) 的 导数 
dy 
dz’ 

WR “把 方程 两 边 分 别 对 z 求 导数 ， 在 方程 的 左边 求 导 时 ,要 注意 y 是 z 的 
函数 , 则 有 


dy dy. 
6rtytrjr-54170 
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dy. 
从 中 解 出 97 得 
dy 6z*y 
ЫК ыл. 


例 2.37 жуй е + zy =e ATHMAN у= (AHIR. 
解 “ 把 方程 两 边 分 别 对 = 求 导 得 
е +у+ 820, 
由 此 得 到 i. 


将 上 式 两 边 分 别 对 z 求 导 ， 并 应 用 商 的 求 导 法 则 及 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 
得 


dy = dy 
Nri yes] 
dz? G*ey 


d: 
= CRM, 得 


-gese--e2) К 


Éx.. 2zy*2ye - ye 
dz? (ate) (z*@)* ° 
d'y ے‎ 2y *2ye - у? 
2 айт (rey 
=. 对 数 求 导 法 


对 函数 先 取 自然 对 数 (假设 对 数 有 意义 )， 通 过 对 数 运算 法 则 化 简 后 ， 再 利 
用 隐 范 数 求 导 法 则 求 出 函数 的 导数 ,这 种 求 导 方法 称 为 对 数 求 导 法 . 它 在 某 些 
情况 下 可 使 求 导 运 算 变 得 简便 些 . 下 面 通过 具体 例子 来 说 明 . 

例 2.38 у= (Дф, 220), Ry. 

解 首先 注意 到 , 函数 = xz" 即 不 是 竺 函数 ， 也 不 是 指数 函数 ， 称 作为 
FERK. 为 了 求 这 函数 的 导数 ， 先 在 方程 两 边 取 对 数 ， 得 

Iny = sinz *Inz, 

上 式 两 边 对 z RS, 注意 到 y Ez 的 函数 , 得 


Ду = esr аг + Pz, 
By, 


y oy [ مء جو‎ + S] === | ہیں‎ -Inz + عق‎ I 
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短 指 函数 的 一 般 形式 为 y>= (и(х)) (ЕН, и(х)>0). 若 函数 wx(z) 和 
v(z) 都 具有 导数 ， 则 可 利用 对 数 求 导 法 仿照 例 2.38 KRF. 
对 数 求 导 法 对 于 由 乘 、 除 、 开 方 构成 的 函数 也 是 适用 的 ,可 简化 求 导 运算 . 


3 
812.33 #у=т. [GS sy Ry. 
解 、 先 在 两 边 取 对 数 ， 得 

Iny=Inz + (z 71) -3In(z -2) -In(z -3), 


然后 上 式 两 边 对 z RF, 得 
lol: 1 2 
УУ хт *З3(х-1) 3G-2) 3G-3» 


Suy, 
> 1 ا‎ 0-2 7 
y [Lbs 3-2) scis] 
2o L-a- aa ay] 
Tu(z-2)zx-3)0z'3(-1) 3(z-2) 3(х-3)1 
三 、 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 
一 般 地 ， 参 数 方程 


(2.34) 


可 以 确定 y JÉ z 的 函数 ， 就 称 作为 由 参数 方程 所 确定 的 函数 . 

在 实际 问题 中 ， 需 要 计算 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 ， 并 希望 不 消去 
参数 + 直接 由 参数 方程 来 计算 . 下 面 我 们 就 来 推导 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 
RIAA. 

在 式 (2.34) 中 , MR z = e(05 y= 更 (1) 都 具有 导数 ， 且 р (0090, а= 
9(t) 具 有 单调 连续 反 函 数 := pg (x), RI y 是 z 的 复合 函数 ， 即 

y= VG), te^ (z) 或 y= vig" G)], 
由 复合 函数 的 求 导 法 则 与 反 函 数 的 求 导 公式 ， 可 得 
dy dy,dt dy, 1 ED 
dz dt dz de dz © g(t) 
dt 
即 Чу жш) (2.35) 


dz y) 
式 (2.35) 就 是 由 参数 方程 (2.34) 所 确定 的 函数 y 对 z 的 导数 公式 . 
在 上 述 条 件 下 , ШЖ z= рб), у= 更 (t)， 还 具有 二 阶 导数 ， 则 有 


ЮЕ ялак 


号 - Em z-i iz- (2.36) 
912.40 求 已 知 椭圆 的 参数 方程 为 
a 
7 sint. 
ЖЕНЕ := 卑 处 所 对 应 点 的 切线 的 斜率 . 
解 当 ‚үн, 椭 贺 上 的 相应 点 Mo 的 坐标 是 
则 曲线 在 点 Mo 处 的 斜率 为 
dy bsint y” otaj QQ k. у 
dz lms (асом) -asntl-1^ a^ 
例 2.41 нивен 2-5) 的 参数 方程 为 N 
z=a(t-sint), x ? = 
[ңе с (<<) mis 


所 确定 的 函数 的 二 阶 导数 . 


解 podi. gii ri, (22k, k HEN. 


dy. d [cnin ази). Pier 
3 dr DE) (m 


dr 
-cost(1-cost)-sinpzt. 1 — сове -1 
(1 cost)? a(1-cost) a(1- cost)? 


= -一 一; Gx2km, k YEM). 


а(1- cost)? 


习题 2-4 


1. 求 下 列 方程 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 . 
(1) y -2zy+9=0; (2) ±+ y! -3azy-0; 
(3) zy e; (4) y=1-z@. 
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2. RHA z+ coh [ Ba, 2. 处 的 切线 方程 和 法 线 方程: 
з. RA TPUPBEPA IBI US ac 


(1) y=sin(z+y); Q) у=1+:е; 
(з) 9= an(z +); GQ) 2-у=1. 
4. BIXHIOR FBR T PUR Bd PH: 
а з= [2]; О) у= бад), 
= |. = z+2(3- 7) 
(3) у p Wy 
5. ORI EPIS OT RESP E fh i ics atc 
z =a, х= 0(1- sinê), 
Ту, = 265) 
z=e'sint, 


в. аш T S "Pas = ned. 
у = e'cost А. 
т. 写 出 下 列 曲线 在 给 定点 处 的 切线 方程 和 法 线 方程; 


r-7sint, am 2, 


о |: С же or 在 1=0 处 ， 
m 
TY 
OJ la 在 1=2 处 . 
»71.g8 


8. 求 由 下 列 参数 方程 所 确定 的 函数 的 二 | znani, 


VN od = =3e- 
oft 0) t VC AMO) IE SN 
=й y= bsints у=2е. 


第 五 节 ”函数 的 微分 


一 、 微 分 的 定义 


在 本 章 第 一 节 中 我 们 知道 ， 函 数 的 导数 是 表示 函数 相对 于 自 变量 变化 的 快 
ВЕЛО Ж). 在 工程 技术 领域 还 会 遇 到 与 导数 密切 相关 的 另 一 类 问题 : 
在 运动 或 变化 的 过 程 中 , 当 自 变 量 有 一 个 微小 的 增 量 时 ， 要 计算 相应 的 函数 的 
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增 量 . 

下 面 先 来 分 析 一 个 具体 的 例子 ， 从 而 引进 函数 微分 的 概念 . 

引 例 “一块 正 方形 的 金属 薄片 受 温度 变化 的 影响 ,其 边 长 由 zo 变 到 zo + 
Ах 时 (如 图 2-6), 薄片 的 面积 改变 了 多 少 ? 

A 设 正方 形 的 边 长 为 ,面积 为 y, M y= zx?. 薄片 受 温度 变化 的 影响 
时 , 面积 的 改变 量 可 以 看 作 是 当 自 变量 т 在 zo 处 取得 增 其 Az 时 ,函数 y 相应 
的 改变 量 ay. BD 

Ay= (20+ Az)! - 287 2zoAz + (Ax*. (2.37) 

从 上 式 可 以 看 出 ，Ay 可 分 成 两 部 分 : 第 一 部 
分 2zoAz 是 Ах 的 线性 函数 ， 即 图 中 带 有 斜 线 的 
两 个 矩形 面积 之 和 ,而 第 二 部 分 (Az )*， 在 图 中 
是 带 有 交叉 斜 线 的 小 正方 形 的 面积 . 显然， 
2zoAz 是 面积 增 量 的 主要 部 分 ,而 (Ar)> 是 次 要 
部 分 , 当 |Az | 很 小 时 ，(Az)? 在 Ay 中 所 起 的 作 
用 很 微小 ,面积 增 基 Ay 可 以 近似 地 用 2zoAz Ж 
Aon, MD 


Ay~2roAz. mx 
一 般 地 ,计算 函 数 的 增 量 是 比较 复杂 的 ,希望 能 像 引 例 中 那样 ， 找 出 自 变 
量 增 量 的 线性 式 来 近似 表达 函数 的 增 量 ， 且 又 具有 一 定 的 精确 度 , 这 就 是 说 ， 
如 果 函 数 y= /(х) Ay 可 以 表示 为 
Ay=AAr+o(Azr)， 
其 中 ，A 是 不 依赖 于 Ar 的 常数 ，o(Az) 是 比 Az 高 阶 的 无 穷 小 , 那么 , 当 A+ 
0, 且 |Az | 很 小 时 ， 便 有 函数 增 量 的 近似 表达 式 Ayo Аг. 下 面 我 们 来 引入 
函数 微分 的 概念 . 
定义 2.2 RAN у= f(z) 在 某 区 间 内 有 定义 ，ru 及 zo+ Ах 均 在 这 区 间 
内 ,如 果 函 数 的 增 量 Ay f(zo + Az) - f(zo) 可 表示 为 
Ay=AAr +o(Ar), (2.38) 
其 中 ，A 是 与 Az RX, 只 与 ro 有关 的 常数 ，o(Az) 是 比 Ах 高 阶 的 无 穷 小 ， 
则 称 函数 y= /(z) 在 点 zo 处 是 可 微 的 , 而 AAz 称 为 函数 y= f(z) 在 点 zo 处 
的 微分 , 记 作 dy, 即 
dy = ААг. (2.39) 
912.42 求 当 z=2，Az=0.01 Bf, Ж у= т? 增 量 的 近似 值 . 
# 函数 的 增 量 Ay= (r + Az) - 23327 Az € 32 (Az)! + (Az. 由 于 
Az 70.01, 即 |Az| 比 较 小 , 所 求 函数 增 基 的 近似 值 可 用 函数 当 z==2，Az =0. 
01 的 微分 来 近似 代替 , Вр 
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Ay =3х22х0.01=0.12. 


„з dy| sa заал) 
Аа Ада аба 


=. 函数 可 微 与 可 导 之 间 的 关系 


定理 1.5 ”函数 f(z) 在 点 ro 处 可 微 的 充分 必要 条 件 是 该 函数 在 点 ro 处 
可 导 ， 
证 必要 性 у= (г) то BIM, 根据 微分 的 定义 ， 有 
Ay = Az + o(Az), 
上 式 两 边 同 除 以 Ar (Ar#0), 得 
FH, 当 Ar 一 0 时 ， 上 式 取 极限 就 得 到 
即 A= f (zo). 
因此 ， 如 果 函 数 f(z) 在 点 zo 处 可 微 ,那么 函数 f(z) 在 点 ro 处 也 一 定 可 导 
(HD (zo) 存 在), Н A= f (z0). 
充分 性 y=/(z) 在 点 ro 处 可 导 , 即 有 
lim 2 = f (хо). 
根据 极限 与 无 穷 小 的 关系 ， 上 式 可 写成 
2= Pte, 


其 中 ,a 是 当 Ar 一 0 时 的 无 穷 小 . 因此 有 
Ay=f (zo)Ar + аАт. (2.38) 
这 里 由 于 lime 22 = lime =a, 所 以 <Ar= o(Az). X f G9)! Az BX, 于 
dm, 25 
是 式 (2.38') 相 当 于 微分 定义 中 的 式 (2.38)， 且 f (zo) = A， 故 函数 SEN 
zo 处 可 微 . 证 毕 . 
定理 1.5 表明 ,函数 /(z) 在 点 zo 处 可 微 的 充分 必要 条 件 是 该 函数 在 点 
zo 处 可 导 . 从 定理 的 证 明 中 可 知 ， 当 函数 f(z ) 在 点 zo 处 可 微 时 ,函数 f(z) 
在 点 zo 处 的 微分 就 是 
dy = f (zz. (2.39) 
函数 y= 7(z) 在 点 任意 点 z 处 的 微分 , 称 为 函数 的 微分 , 记 作 dy 或 者 ау 
(z), H 
dy=f(z)Az. (2.40) 
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ER, 函数 的 微分 dy= 厂 (z)Ar 与 和 Ar 有关. 
通常 把 自 变量 т 的 增 量 Ar 称 为 自 变量 的 微分 , 记 作 dr, 即 dz = Ат, 于 
是 式 (2.40) 又 记 作 
4у= f (z)dz. (2.407) 
所 以 说 ,函数 的 微分 dy 与 自 变 量 的 微分 dz 之 商 等 于 该 函数 的 导数 ， 因 
此 ,导数 也 称 为 微 商 . 


例 2.43 RAN у= 上 + Inr 的 微分 dy. 
Rm odTy- 
所 以 


三 、 微 分 的 几何 意义 


下 面 通过 几何 图 形 来 说 明 函 数 微分 与 导数 及 函数 的 增 量 之 间 的 关系 (图 2-7). 

HEN y= f(r) x= zo 处 可 微分 , 即 y 
有 

dy = f (zo)Ar. 

在 直角 坐标 系 中 ,函数 y= /(z) 的 图 形 是 
条 曲线 , 对 应 于 r= zo， 曲 线 上 有 一 个 确定 
的 点 М(хо, yo); 对 应 于 x= zo Ar， 曲线 
上 有 另 一 点 N(zo+ Az, yo * Ay). 由 图 2-7 
可 看 出 


МО = Az, QN =Ay, 
再 过 点 M 作曲 线 的 切线 MT, 它 的 倾角 为 a, 在 АМОР H, 
QP = MQtana = Azf (ху) = ду, 


a" dy = ОР, 
它 表示 曲线 = f(z) 在 点 M(zo，3y6) 处 切线 的 纵 坐标 增 量 . 而 
Ay=QN 


则 表示 曲线 在 点 M(zo，yo) 处 纵 坐 标的 增 量 . 比较 QN 与 QP 可 知 , 当 |Az | 
很 小 时 ， 由 于 在 点 M 的 邻近 处 ， 切 线 与 曲线 十 分 接近 ，|Ay - dy | = | PN | 很 
小 . 因此 ,从 几何 上 看 , 用 dy 近似 代替 Ay, 就 是 在 点 M( zo。，yo) 的 邻近 利用 
切线 段 MP 近似 代替 曲线 弧 MN. 


四 、 函 数 的 微分 公式 与 微分 法 则 
函数 在 某 点 处 可 微 与 可 导 是 等 价 的 . 由 于 函数 的 微分 公式 是 
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dy7 f'(z)dz, 
所 以 可 以 直接 从 函数 的 导数 公式 和 求 导 法 则 ， 推 出 如 下 相应 的 微分 公式 和 微分 
法 则 . 
1. 微分 公式 
以 几 个 函数 为 例 ,与 导数 公式 一 起 列表 于 下 表 ( 表 2-1). 
表 2-1 
导数 公式 微分 公式 
Gh naar di?) = gate 
(sinz) = саг Фал) = cosrdz 
(oazy = вах doom) = —sinzdz 
(unz) setz d(unz) = зе de 
[o белл) = -oszd 
rer) =sezunz een) = secrtanzdz 
d(a*) аах 
оу = 7 абва) = zer 
(aria) = hg doris) o 7 ein 
[gs 


is d(c) = = doge 


2. 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 的 微分 法 由 


为 了 便于 对 照 , 同时 列 出 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 的 求 导 法 则 于 下 表 ( 表 2- 


2), ЖФ, u= u(z), u= uv(z) 都 具有 导数 . 
#22 


йт. ж. 9. киж еши жїїт. Ф, P RMAN 
(utoy v Фао) dutdv 
(Cuy = Cw CC 为 常数 ) (Cu) = Cdu(C 为 常数 ) 
Gu) = uo + ww” 


d(uv) = vdu + udv 
406) dd (ozo) 
现在 我 们 仅 对 函数 乘积 的 微分 法 则 加 以 证 明 , 其 他 法 则 都 可 以 用 类 似 方法 
证 得 . 
根据 微分 的 定义 , 有 


(2: Sm cn) 


d(uv) = (uv) dz = (uo + uv)dz = vu dz + uo dz = vdu + udv, 
所 以 (ио) = vdu + udv. 
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五 、 复 合 函数 的 微分 法 则 与 微分 形式 不 变性 


根据 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 可 直接 推出 复合 函数 的 微分 法 则 . 
HEN у= f(9(z)) 是 由 可 导 函 数 >?= f(u), u= 9(z) 复 合 而 成 的 复合 函 
&, 其 导数 为 


= (ag (= fF (pr) g(r). 


再 根据 微分 的 定义 ， 便 得 到 复合 函数 的 微分 公式 
dy=f(u)g'(z)dz 

R dy- f'Lex)]g/GOdz. 

在 上 式 中 , 由 于 y'(z)dz = du， 所 以 复合 函数 的 微分 公式 也 可 以 写成 

dy7 f'(u)du. 

上 式 表明 ,无 论 u 是 自 变量 还 是 中 间 变 量 ，y = /(u) 的 微分 dy 总 可 以 用 
f Cu) du 的 乘积 来 表示 . 这 一 性 质 称 为 一 阶 微分 形式 不 变性 . 

例 2.44 y=, Жау. 

Wb OH ym en 是 由 y=e，u = sinz 复合 而 成 的 复合 函数 ， 应 用 复合 函 
数 的 微分 法 则 , 得 

dy 7 (e")'(sinz )'dz = e*coszdz = e" coszdz. 
也 可 以 应 用 微分 形式 不 变性 来 计算 , 即 
dy = (е") ди = e*coszdz = e" coszdz. 

例 2.45 y= taazarctanz, Ж dy. 

WO 应 用 函数 乘积 的 微分 法 则 ,得 

dy = d(tanz *arctanz ) = arctanz (апл) + tanz d(arctanz ) 


= ага ‘se rdz + PE dr 
1+2 


= (arcana её + аш) 
912.46 在 下 列 等 式 左 端的 括号 中 填 和 人 适当 的 函数 ， 使 等 式 成 立 : 
(Da )=zdz; (2) 40 )-co2zdz; 


Qa 26a. 
WE (1) 因为 d(z?) -32^dz, 或 写成 


Tác) - riz, 


即 得 - a) =a. 
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вњ, ж [2 + c] = za (с 为 任意 常数 ). 
(2) 因为 d(sin2r) = 2cos2zdz， 或 写成 
Табан) = cos2zdz, 


即 得 a sinzz) =cos2zaz. 
一 般 地 ,有 | 十 sin2z + C) =co2zdz (C 为 任意 常数 )、 
(3) 因为 aho ls, 或 写成 


2465/7) = 


£ 

Ja 

即 得 гг + c) dz (C 为 任意 常数 )， 
т 


六 、 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 


在 实际 问题 中 ,利用 微分 可 以 把 一 些 复杂 的 计算 公式 用 简单 的 近似 公式 来 
RE. 
1. 计算 函数 增 量 的 近似 值 
车 函数 y= /(z) 在 点 ro 处 的 导数 广 (zo) 天 0, 且 |Az HS, JU 
Ay = fro * Ax) ¬ (хо) f (ro)Ar. (2.41) 
利用 (2.41) 式 可 求 函 数 增 量 的 近似 值 . 
例 2.47 ”一 铜 制 的 球 壳 ,其 内 半径 为 10cm， 厚度 为 0.1cm, 求 所 用 铜 的 体 
积 的 近似 值 . 
解 因为 球 的 体积 у= 4502, 所 用 铜 的 体积 是 球体 体积 的 增 量 AV， 由 于 
r=10, dr=0.1, 则 
думау = [ der] ar =4xr*dr e an 1070.1 407. 
所 以 ， 所 用 铜 的 体积 的 近似 值 为 40x(cm?). 
2. 计算 函数 的 近似 值 
由 (2.41) 式 可 得 出 
f(zot Ax) fro) + (z0)az., (2.42) 
利用 (2.42) 式 可 求 函 数 的 近似 值 
例 2.48 计算 sin30"30“ 的 近似 值 . 
解 设 f(z)=sinr, W f'(z)=cosr, 
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Rz =; M 


Н Ar = за НЯ, 则 


sin30.30'=sin| Z + کچ‎ | sin Ж + cos 8558, 
=0.5000 + 0.0076 = 0.5076. 
若 在 式 (2.42) 中 , 令 上 = ro+Ar, В Az = z- xo, WE 


Рб) lao) + f (zo)(z = ть). (2.43) 
在 式 (2.43) 中 取 zo=0， 于 是 有 
FSO) + f (0z. (2.44) 
应 用 式 (2.44) 可 推导 下 面 几 个 常用 的 近似 公式 , 当 |z1 很 小 时 ,有 
a) Ti*zsas Az, (2) алет; 
(3) tnzasz; (4) 01+ 2): 


(5) е1 + г. 
下 面 只 证 明 近似 公式 (1) 和 (2). 
证 (D (х) = yi+z, W f(0)=1, 


21 ےا‎ 
f (0= (1+ z) Er 
代入 (2.44), 得 Yirzaa+ le. 
(2) 设 f(z)=sinz 则 f(0)=0; f" (6) - coszl, 971. 
代入 式 (2.44) 得 sinz^wz. 
用 类 似 方法 可 证 明 其 他 几 个 近似 公式 . 


例 2.49 计算 /26 的 近似 值 . 


解 V26= V25+1= 251+ =s (1+ densa +0.02)= 51, 
V26~: 


即 to 

$02.50 HA 1.0381: DUAE 

解 J= 19.9852 + B= 110.005, 

即 858.0. 
912.51 计算 V122 的 近似 值 . 
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# 选 函 数 /(z)=Vz, zo=121, Ат=1. 
由 式 (2.44) 得 。 7(z)w7(zo)+ 广 (zo)(z-zo)=11+ 击 xl1=11.05， 


EL 2-5 
1. EM y= zz, 计算 在 z=2 处 当 Az 分 别 等 于 1, 0.1, 0.01 时 的 Ay 
及 dy. 
2. 求 下 列 函数 的 微分 . 
0)x=l+27/z; (2) y= zsin2z; 


(4) y= [ln(1-z)]?; (5) ysr; 
(7) y=arcsin / 17 х2; (8) y=tan2(1+2z2); (9) y=arctan 


3, 将 适当 的 函数 十 入 括号 内 ,使 等 式 成 立 . 
(1) d( )=2dz; (2) d( )=3zdz; (3) d( ) = costdt ; 


(0d) )=sinardri ()4 )= тала (Od )=e*dz; 


1-2 
itx 


Da )= Là (Dd )=se23z4z, 
Ух 
4. 利用 微分 求 下 列 各 式 的 近似 值 . 


(1) /1.05; (2) соз29°; (3) tan45°30”; 
(4) 1n0.995; (5) arctan1.02. 


5. ЖМЖ 20cm, 厚度 为 2mm, RRE RAE DUE. 
6. 当 |z1 很 小 时 ,证 明 近似 公式 . 

(D exl+tz; (2) In(1+ ғ); 

(3) плат; (4) tanzzez. 
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第 三 章 ”导数 的 应 用 


在 讨论 了 导数 的 概念 及 求 导 法 则 的 基础 上 ， 本 章 将 介绍 微分 学 的 中 值 定 
ж, 然后 以 中 值 定理 为 理论 依据 ,利用 导数 来 求 函 数 的 极限 , 研究 函数 的 性 态 
及 曲线 的 某 些 特性 . 


第 一 节 中 值 定理 与 洛 必 达 法 则 


一 、 中 值 定理 


1. FREE 

定理 3.1 如 果 函 数 = f(rME TARE: 

(1) 在 闭 区 间 [e，6] 上 连续 ; 

(2) 在 开 区 间 (a， 65) 内 可 导 ; 

(3) 在 区 间 两 端点 处 的 函数 值 相等 , BD f(a) = f(b), 那么 在 (a, 5) 内 至 
少 存在 一 点 €, 使 得 函数 在 该 点 处 的 导数 等 于 零 ， HD 

f(€)=0 (а<2<). (3.1) 

罗 尔 定理 的 几何 意义 : 如 果 在 连续 曲线 y=/ > 
(2). E, 除 曲线 的 端点 外 处 处 有 不 垂直 于 z 轴 的 切 
A, 且 曲 线 的 端点 的 纵 坐 标 相等 , 那么 , 在 这 条 曲线 | —— wx— в 
上 至 少 有 一 点 C(C 不 是 端点 ), 使 曲线 在 点 C 处 的 
切线 平行 于 z 轴 ( 也 平行 于 连接 曲线 两 端点 的 弦 ol “ 
AB), 如 图 3-1 所 示 . вз 

由 图 3-1 可 见 ， 在 曲线 的 最 高 点 与 最 低 点 处 的 
切线 是 平行 于 横 轴 的 . 这 就 启发 我 们 : 在 函数 取得 最 大 值 或 最 小 值 处 ， 若 导数 
存在 ， 则 函数 的 导数 为 零 . 

例 3.1 设 /(z)=z?-3z+2. 不 用 求 导 数 的 方法 ， 说 明 方程 六 (z)=0 
在 (1, 2) 内 一 定 有 一 个 实 根 . 

解 由 于 多 项 式 f(z)=z?-3r+2=(zx -1)(z 2) 处 处 可 导 ， 所 以 满足 
罗 尔 定理 的 前 两 个 条 件 , X f(1) = f(2) =0, 所 以 f(z) 在 [1, 2] 上 满足 罗 尔 定 
理 条 件 ， 由 定理 的 结论 知 ,在 (1, 2) 内 至 少 存在 一 点 €, 使 (8)=0. 所 以 z= 
就 是 方程 f(z)=0 HR. 又 因 /(z)=0 是 一 次 方程 , 所 以 z = £ 是 方程 x = 
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《的 唯一 实 根 . 
. 就 一 般 画 数 而 言 ， 罗 尔 定理 的 前 两 个 条 件 部 能 具备 ， 而 第 三 个 条 件 不 是 容 
易 清 足 的 ,这 时 有 如 下 定理 . 

2. 拉 格 朗 日 中 值 定理 

定理 3.2 MRE y= f(r RE TAREE: 

(1) 在 闭 区 间 [a，6] 上 连续 ; 

(2) 在 开 区 间 (a，6) 内 可 导 ; 

那么 , 在 区 间 (a，6) 内 至 少 存在 一 点 8(a <<), WFR 

rio - КЫ £a G.2 


[72 

从 图 3-2 可 以 看 出 ， 式 (3.2) 的 右边 恰好 是 弦 AB > 
的 斜率 ， 所 以 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 几何 意义 是 ШЖ 
在 连续 曲线 y= /(z) 上 ， 除 曲线 的 端点 外 处 处 有 不 
垂直 于 + 轴 的 切线 , 那么 ， 在 这 条 曲线 上 至 少 有 一 点 
C, 使 由 线 在 С 点 处 的 切线 平行 于 弦 AB. 

容易 看 出 ,在 拉 格 朗 日 定理 中 ， 如果 /(a) = f ass 
《6)， 则 公式 (3.2) 就 简化 为 F (e) = 0， 这 时 就 成 了 
罗 尔 定理 ， 

推论 1 maiti /(x) 在 区 间 (a，6) 内 的 导数 恒 为 堆 ， WA, N /(z) 在 
(а, 5) 内 是 一 个 常数 . 

证 Ela, 5) 内 任 取 两 点 zl 和 zs(x1<z2), 由 于 f(z) 在 (a, 6) 内 可 导 ， 
所 以 ，/(z) 在 [zi，za] 上 满足 拉 六 朗 日 定理 的 条 件 ， 由 式 (3.2) 得 

(z= fz pco). 


22-211 
又 因 在 (ae，6) 内 f'(z)=0, ЖЖ (е) = 0. 由 上 式 可 得 f(zz) - f(z) =0, 
HD f(zz) = f(z). 由 于 zi 和 zz 在 (a, 5) 内 选取 的 任意 性 , 这 就 表明 ,在 区 
П (а, 5) 内 任意 两 点 处 的 函数 值 都 相等 , BD /(х){Е(а, 6b) 内 是 常数 , 证 毕 . 
推论 2 如 果 在 区 间 (a, 6) 内 恒 有 f(z)=g (z), 则 f(z)-g(z)=C 
(C 为 任意 常数 ). 
3. 柯 西 定理 
我 们 知道 ， 拉 格 朗 日 定理 的 几何 意义 是 : 如 果 连 续 曲线 /(z) 上 除 端 点 外 
处 处 有 不 垂直 于 z 轴 的 切线 , 那么 ,曲线 上 必 有 一 点 C, 使 曲线 在 C 点 处 的 切 
线 平行 于 连接 曲线 两 端点 的 弦 AB( 图 3-2). 如 果 曲 线 的 方程 以 参数 方程 
uU 
Y=f(z) 


(а<т<ь) 
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给 出 , ЖА, 弦 AB 的 斜率 为 
f(b) - f(a) 
F(b)- F(a)’ 
由 参数 式 函数 的 导数 知 ,曲线 在 点 (X，Y) 处 的 切线 的 斜率 为 
ЗҮ f) 
dX F(z)’ 
假定 与 C 对 应 的 参数 为 z = €, FERRE C 点 出 的 切线 平行 于 弦 AB( 图 3- 
4)， 可 表示 为 


Ы) f(a) _ LCE) 
F(5)-F(a) F(8)’ 
这 一 事实 就 是 下 面 的 柯 西 定理 . 
定理 3.3 如果 函数 f(z) 和 F(z) 满 足以 下 条 件 : 
(1) 在 闭 区 间 [a, 56] 上 连续 ; 
(2) ERRE (a, 5) 内 可 导 , Н F'(z) 天 0,， 则 在 (ae，6) 内 至 少 有 一 点 &， 
使 等 式 
Le) = f(a) _ f (6) (3.3) 
F(b)- F(a) F'(&) 
RI. 
从 上 面 的 几何 图 形 上 我 们 看 到 ,， 柯 西 定理 与 拉 格 朗 日 定理 有 着 密切 的 联 
Ж. 如 果 柯 西 定理 中 的 F(z) = z( 相 应 地 F(a)=a, F(b)=b, Е'(ё) =1), 
那么 , 柯 西 定理 就 成 了 拉 格 朗 日 定理 . 因此 ， 拉 格 朗 日 定理 是 柯 西 定理 的 特别 
情形 . 


二 、 洛 必 达 法 则 
яа є ama (R = 一) 时 ， 其 分 子 、 分 母 都 直 于 零 或 趋 于 无 穷 
х. жа, BR in 2 тете, 也 可 能 不 存在 ,通常 称 这 类 极限 为 未 定 


E3 mv JUR. 在 第 一 章 中 讨论 过 的 重要 极限 lim AP, gt xy 


的 未 定式 . 这 类 极限 是 不 能 用 商 的 极限 法 则 进行 计算 的 本 池 将 根据 柯 西 定理 
来 推出 计算 这 类 极限 的 一 种 简便 而 又 重要 的 方法 一 洛 必 达 法 则 . 


1. 由 和 及 型 未 定式 的 洛 必 达 法 则 
下 面 先 给 出 当 x 一 a 时 计算 型 未 定式 的 洛 必 达 法 则 - 


定理 3.4 ШАНИ /(z) 和 F(z) 满足 以 下 条 件 : 
(D limf(z)=0, imF(z)=0; 
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(2) 在 点 a 的 某 邻 域内 (点 a 本 身 可 以 除外 ) 可 导 , Н F'(z)#0; 


G) im CC trie GUB ERO. 
жа Lyr HE ye 2.0 


这 就 是 说 , 当 lim EE En, Е OD ute Blim GE, 当 


i КОО жатка, BOR (D 也 是 无 穷 大 

分 析 “定理 的 结论 要 求 把 两 个 函数 之 比 与 它们 的 导数 之 比 联系 起 来 . 由 
此 ,我 们 联想 到 柯 西 定理 . 为 了 应 用 柯 西 定理 ,我 们 要 补充 /(z) 和 F(z) 在 = 
=a 处 的 定义 ,使 它们 在 z=a 处 连续 

证 令 /(a)=F(a)=0. 由 定理 的 条 件 (1)(2) 知 ，/(z) 和 F(z) 在 点 a 
的 某 一 邻 域内 是 连续 且 可 导 (a 点 的 可 导 性 除外 ) 的 . 又 因 F(x) 了 0， 所 以 在 以 
а 为 端点 包含 在 该 邻 域内 的 闭 区 则 [a，z] 或 [rz，a] 上 ，/(z) 和 F(z) 满足 柯 本 
定理 的 条 件 . 因此 有 


G) fi) - f(a) ELE 
FG) FG)-FG) F() EEr 5a ZM). 
Ф aa, ЭРЗИН, EES) r-a 时 -=a， 再 由 定理 3.4 的 条 件 
(3) 即 可 得 到 公式 (3.4), E. 

例 3.2 lim 995 


一 -到 


ш 这 是 人 型 未 定式 ,由 洛 必 达 法 则 得 


一 sinz 


lim SEZ = lim 
Sci 


=-1 


例 3.3 求 lm IC 
Le 


解 这 是 人 型 未 定式 ,由 洗 必 达 法 则 得 
DE 
In s 


Ea Tig] е ‚юзу 


m 只 要 验证 所 求 的 极限 是 否 为 未 定式 ， 而 洛 必 达 
法 则 的 后 两 个 条 件 在 具体 求 导 和 求 极限 时 得 到 了 验证 , 故 不 必 另 外 说 明 . 

有 时 计算 未 定式 ， 要 重复 几 次 应 用 洛 必 达 法 则 方 能 得 出 结果 . 但 每 次 应 用 
洛 必 达 法 则 之 前 ,必须 验证 所 求 的 极限 确 是 未 定式 . 下 面 举例 说 明 . 
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ñ А 
me toas $ 
‚ zr'-a!-Rrt12 0 . 3r?-2r-8 9 6у-2_5 
W hs 4z+24 ҮШ 122-24 — 03 р 76 
£ 
2-29 cet ete 
lim lim 
= lig eos 


定理 3.4 是 关于 za 时 ,由 未 定式 型 的 洗 必 达 法 则 , 此 外 当 roont, © 
未 定式 型 以 及 当 xz 一 a( 或 一 吕 ) 时 ， 守 未 定式 型 的 洛 必 达 法 则 仍 适用 . 


2 3іпх 
92a Rin 


解法 一 ”所 求 的 极限 为 型， 
L 
这 里 极限 imec?x = 1 先 计 算出 来， 再 用 洗 必 达 法 则 求 得 结果 , ЖАНН, х 
法 则 应 用 了 两 次 . 
解法 二 4 z 一 0 时 ，tanz? 一 zy 1 - cosz 一 证 z?， 可 先 用 无 穷 小 等 价 代 
换 ,再 用 洛 必 达 法 则 、 


第 三 章 导数 的 应 用 “79 - 


oe сав 
FR = lim PUD „1+ _ 
Am p: 


sint 


912.8 R lim DE (n>0). 


例 3.9 R lim e (4 >0, п HERM). 
WP ”相继 应 用 洛 必 达 法 则 n 次 , 得 


2. 其 他 未 定式 的 计算 


除了 以 上 信和 包 型 的 未 定式 之 外 , 还 有 其 他 的 未 定式 ,如 0, oo，co- o, 
0, 17, oo? ¥. 对 于 这 些 未 定式 ， 不 能 直接 应 用 洛 必 达 法 则 , 通常 要 通过 恒 等 
变形 或 取 对 数 等 方法 ， 将 其 归纳 为 或 衬 型 的 未 定式 ， 然后 再 用 洛 必 达 法 则 进 
行 计算 . 下 面 举例 说 明 . 

例 3.10 3R lim zinc. 

解 这 是 0. 避 型 的 未 定式 ， 可 先 变形 得 


ә RS 
lim zlnz = lim BE lim —Z— = lim (= x) 0. 
Bet Lc EOD 


工 


例 3.11 lim(secz —tanz). 
< 


解 Eo. 型 的 夫 定 式 ， 可 先 通 分 变形 得 


lim(secz - tanz) = lim l- - S22) = iml = sinz ti 
be horum 


例 3.12 R lim х, 


E 
解 这 是 0" 型 的 未 定式 , E у= ze“， 两 边 取 对 数 得 
Inz 


lny=lnz*" -sinz*lnz = EE, 
cscr 


3 z 一 0“* 时 ， 上 式 右 端的 分 子 分 母 都 趋 于 无 穷 大 ， 所 以 ， 可 先 用 洛 必 达 法 则 计 
Ў бт пу. 
= 


= ~ lim P2. Jim tanz = 0. 
= Z "هبي‎ 
XB y- e, 所 以 
lim z= lim y= lim 
РА 一 


1 
813.13. 求 lim(1- sin22)*. 


n 
解 这 是 1" 型 的 未 定式 , 设 y=(1~ sin2z)=， 两 边 取 对 数 得 
ny= Lis - sin2r)= ЗО 802), 


先 求 Iny 的 极限 . 
m 
lily = лы Жа 
liginy 7 lim 
所 以 
lim(1— sin2z)# = limy = lime? = e, 
例 3.14 CR lim TF nr 


FT ein’ 


解 、 这 是 号 型 的 未 定式 , 若 用 洛 必 达 法 则 , WA 
уттай: q+ ear" 

由 于 上 式 右 端的 极限 不 存在 ， 此 时 洛 必 达 法 则 的 条 件 (3) 不 满足 ， 因 此 ， 洛 必 达 

法 则 失效 ， 但 不 能 由 此 推出 原 极限 不 存在 . 因为 洛 必 达 法 则 的 三 个 条 件 是 能 使 

结论 成 立 的 充分 条 件 , 并非 必 要 条 件 . 事实 上 ， 


lim. im 1 
N. enr Чуусу 
m 
= 


由 于 当 amont, ЗТ SARAN sinz 之 积 ,因而 是 无 穷 小 .所 
以 


lim 
Aer sin 
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1. 对 函数 y= nsinz te Z, SF] roy so 
2. 验证 拉 格 朗 日 定理 对 函数 /(z)= Ls? - z 在 区 间 [ - 5, V5] 上 的 正确 


‚ЖКН е. 
3. RFA. 
O) ig Pt), O) tm CN 
(3) lim 8032, (4) im Z 
fie E 3, 
(5) те Do (6) lim — 
[in(1+ t) Joos + 
; z xs In(1 + sin2z) 
(7) lim pom : (8) lim ep FOU 
z —arctanz 6. sinz —sin2z —sin3z 
G mre)! (10) lig 22—182 eL EE, 
4. 求 下 列 极限 . 
im lncotz ， 
CD lim n, (2) Le ; 
h| ф- 5 
(3) sri, (4) lim s 
(5) lim 220182, [Od 
5. ЖЕЛШ. 
(CD limzoot2z; (2) liie; 


( а (2), 


© time(s 1-1), (бө) i| 1-1); 
о) PESH (8) lim ( Zaretanz); 


@ im 1-1); (10) iim 


Ecosz -1 
sin2z ` 
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第 二 节 ”函数 的 单调 性 与 极 值 


一 . 函数 的 单调 性 的 判别 法 

函数 的 单调 性 是 函数 的 一 个 重要 特征 ， 它 反映 了 函数 在 某 个 区 间 内 随 着 自 
变量 的 增 大 而 增 大 或 是 随 着 自 变 量 的 增 大 而 减 小 的 一 种 特性 . 下 面 介 绍 如 何 利 
用 导数 的 正 、 负 号 来 判别 函数 的 单调 增 减 性 . 

为 了 直观 起 见 ， 先 考察 单调 函数 的 图 形 . 从 图 3-3 中 可 以 看 出 ,， 如果 函数 
у= 7(z) 在 某 区 间 上 单调 增加 ， 则 它 的 图 形 是 一 条 随 z 的 增 大 而 上 升 的 曲线 ， 
这 时 曲线 上 各 点 处 的 切线 的 斜率 非 负 ， 即 (zx) 宇 0( 仅 可 能 在 个 别 点 处 为 零 )， 
如 图 3-3(a) 所 示 . 

> » 
у= =) 


у= G) 


图 3.3 

如 果 函 数 y= f(z) 在 某 区 间 上 单调 减少 , 则 它 的 图 形 是 一 条 随 z 的 增 大 
而 下 降 的 曲线 ， 这 时 曲线 上 各 点 处 的 切线 的 斜率 非 正 ， 即 广 (z) 和 0( 仅 可 能 在 
个 别 点 处 为 零 )， 如 图 3-3(b) 所 示 . 

反之 ， 能 不 能 利用 导数 在 某 区 间 上 的 正 负 号 判定 函数 的 单调 增 减 性 呢 ? 

下 面 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 来 推出 函数 f(z ) 在 区 间 [a，5] 上 的 单调 性 的 
判定 法 . 

定理 3.5 (函数 单调 性 的 判定 法 ) HEAR y= (а) (а, 5] 上 连续 , 在 
(a, OORTE, ШЖ 

(1) 如 果 在 (a, 56) 内 (xz)>0, ЖА, 函数 y=/(z) 在 [a, 5] 上 单调 增 
加 ; 

(2) 如 果 在 (a, Б) f (z)<0, 那么 ,函数 y=/(z) 在 [a, 5] 上 单调 减 
2. 

证 在 [a, 6] 上 任 取 两 点 zx, 和 zz( 不 妨 设 zi< z2), 由 于 f(z)fE[zi, 
z2] 上 连续 ,在 (zl，z2) 内 可 导 , 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 有 : 

fG)-fG)-2f(GGi-z) (ri<e<za). 
ERP, ВЯ 22-2120, 因 在 (a, 5) 内 了 (xz)>0, 故 一 定 有 三 (8)>0, 于 是 
f(z2) - f(z) 7 fG)YGi = 2) 20, 
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即 
f(z)<f(z2). 

由 于 21 和 za 是 区 间 [a,b] 上 的 任意 两 点 ,因而 表明 函数 y= f(x) 在 [a, b] 
上 单调 增加 

同 理 , MRE, bA f (2)<0, 可 推出 函数 y= (х) а, 5] 上 单调 
减少 . 

如 果 把 这 个 判定 法 中 的 闭 区 间 换 成 其 他 各 种 区 间 ( 包 括 无 穷 区 间 ), 那么 结 
论 也 成 立 . 

例 3.15 Ме y= PEE, е] Ete. 

解 因为 在 (1, OP 


1-Inz 
у =>, 


所 以 ， 由 判定 法 可 知 ， 函 数 y= BEE, e EMM. 
例 3.16 讨论 函数 y=e-z-1 的 单调 性 . 
ME уе г 的 定义 域 为 ( e, +o), 求 导 得 
у=е-1. 
可 以 看 出 , ЖЕ z =0 Ж, y =0, Н х<0#{, y «0; z>0 f, y 20. 从 而 利用 
使 y=0 的 点 x =0 来 划分 函数 的 定义 域 ， 便 得 到 函数 的 单调 区 间 : 
EC- ®, 0] 上 函数 y= er = 一 1 单调 减少 ; 00, + оо) Ei y = e* = x 
一 1 单调 增加 。 
例 3.16 中 划分 函数 的 单调 区 间 的 方法 具有 普遍 意义 ， 函 数 的 单调 增 区 间 
与 单调 碱 区 间 的 分 界 点 处 的 导数 常常 为 零 . 因此 ， 对 于 可 导 函 数 ， 我 们 用 导数 
等 于 零 的 点 来 划分 函数 的 定义 区 间 之 后 ， 就 可 以 使 函数 在 各 部 分 区 间 上 是 单调 
的 , 除 此 之 外 还 有 另 一 种 情形 , 见 例 3.17. 
例 3.17 讨论 函数 y= JG - D eae. 
WO oH y= 《zx 一 1 的 定义 域 为 ( - oo, +оо), RFR 
£a 2 
73-D 
因为 在 (- oo, DA у'<0, 所 以 函数 y= (r 1) ЧЕ oo，1] 上 单调 减 
少 ; 同 理 , 因为 在 (1，+ о) y >0, 所 以 函数 y= УС 1; 在 (1，+ oo) 单调 


增加 .从 而 得 知 ，z =1 是 函数 y= Ус 一 1 的 单调 大 区间 ( - ，1] 与 单调 增 
区 间 (1，+ oo ) 的 分 界 点 . 
但 函数 在 该 点 处 的 导数 不 存在 (图 3-4). 因此 ， 导 数 不 存 在 的 点 也 可 以 作 
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为 划分 函数 单调 区 间 的 分 界 点 . 

我 们 把 导数 等 于 零 的 点 称 为 驻 点 ， 导 数 不 存 
在 的 点 称 为 尖 点 . 

综合 上 述 两 种 情况 , RER f(z) 的 单调 区 间 
的 一 般 步骤 是 : 

а) 确定 函数 f(z) 的 定义 域 ; 

(2) RH f(z) 的 全 部 驻 点 和 尖 点 . 并 用 这 两 
种 点 按 从 小 到 大 的 顺序 把 定义 域 分 成 若干 个 子 区 间 ; 

(3) 列表 讨论 单调 性 . 

例 3.18 确定 函数 y=(z -2)* 7(z+1) 的 单调 区 间 . 

解 此 函数 的 定义 域 为 ( оо, +оо), RFR 


n a 
y #2(т-2)(х +1) (a -29x $81) ? 


a 
=la- +D 203(z+D+(z-2)] 
22r -2)4z +1) 
D. 
31? 
4 y =0, 解 方程 2(z -2)(4z+1)=0, 得 z= -了 或 z=2 


因为 在 点 z= -1 处 函数 不 可 导 ,所 以 共有 nm - 1，za= Û, ту=2,3 


个 分 点 将 函数 的 定义 域 分 成 4 个 子 区 间 . 
列表 如 下 : 
一 一 — 
: Cs -D | (2-1) | (-+,.;) 0, +e) 
fOe - + E + 
= x Z x Z 


UU ERES IRR, айл ө ый. 
因此 ， 函 数 y 在 区 间 ( оо, — 1) 上 单调 减 


少 , 在 区 间 | - 1，- 于) 上 单调 增加 ; EK 
[ -十 ,2j 上 单调 减少 , 在 区 间 (2，+ o) Es 
ишт. 

函数 y=(z —2)° УСТЕ з. 
SPR. 
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例 3.19 讨论 函数 y= z 的 单调 性 . > 
解 函数 y= z 的 定义 域 为 ( о, +оо), 函数 的 导数 H 
为 y=3z?. 可 以 看 出 , 除了 点 z=0 使 y = 0 外 , ERRE 
点 处 均 有 y >0. 因此 у= z) 在 整个 定义 域 ( оо, + oo) 是 单 ст 
调 增加 的 、 
一 般 地 ， 如 果 函 数 f(x) 在 某 区 间 上 连续 , 即使 在 区 间 内 
有 个 别 点 处 导数 为 零 或 导数 不 存在 ,而 在 其 余 各 点 处 (zx) 图 3.6 
均 为 正 (或 负 ) 时 , BA, 函数 /(z) 在 该 区 间 上 的 单调 增加 (或 减少 ) 保 持 不 变 ， 
利用 函数 的 单调 增 减 性 ， 可 以 证 明 一 些 不 等 式 . 


例 3.20 ”证 明 不 等 式 In(1+ 2)» EE (0). 
证 因为 当 x>0 时 , 1+z>0, 将 要 证 的 不 等 式 变形 , 得 

(1+ z)ln(1 + z)>arctanz. 
REO Ty EE 因为 当 x >0 Bf, 
=In(1+z)+7 >, 


所 以 /(zx) 在 [0，+ co ) 上 单调 增加 ， 385 у) 20, jns z>0 时 , f(z)> 
f(0) «0, 故 得 


(1+ z)In(1* zx)-arctanz >0, 


即 In(1+ z)> AZ (у>). 
二 、 函数 的 极 值 及 其 求法 


在 例 3.18 中 我 们 看 到 , 点 rt = - 1，za= -二 ,za= 2 是 函数 
y=/(z)=(z -2) (E +1 
的 单调 区 间 的 分 界 点 ， 在 这 些 分 界 点 两 侧 ， 本数 的 增 减 性 发 生变 化 . 例如 ,在 
点 = - T 526408, 函数 是 单调 增加 的 ， 在 点 = - 二 的 右 邻 域 ， 西数 是 单 
调 减少 的 . 因此 ,存在 着 点 = = -十 的 一 个 邻 域 , 对 于 这 令 坡 内 的 任何 点 =， 除 


了 z= -于 之 外 , Вя ла) < -二 成立. 同时 , 在 点 z= -1 及 z=2 处 也 
有 类 似 的 情形 . 在 这 些 点 的 邻 域内 除去 点 z= -1 及 z=2 外 , HIE SSS 
CDA f(z)>/(2) 成 立 , 如 图 3-5 所 示 . 这 就 是 下 面 要 讨论 的 函数 的 极 值 的 
m. 

定义 3.1 设 函数 y=/(z) 在 区 间 (a，5) 内 有 定义 ,对 于 点 zo€ (a, b), 
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如 果 存在 点 zo 的 某 一 邻 域 , 使 得 对 于 该 邻 域内 ( 除 点 zo 外 ) 的 任 一 点 ,都 有 

(D бе) < (зо), ЙК f(zo) 是 
函数 /(z) 的 一 个 极 大 值 , 称 点 zo % f(z) 
的 一 个 极 大 值 点 . 

(2) /(z)>f(zo) 戌 立 , 则 称 f(zo) 是 
函数 /(z) 的 一 极 小 值 , 称 点 zo 为 f(z) 的 
一 个 极 小 值 点 

函数 的 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 函数 的 837 
极 值 ， 使 得 函数 取得 极 值 的 点 称 为 极 值 点 .例如 例 3.18 中 的 函数 y= f(z) = 


(є-2)* VG +їйя їй f| - 1) = 4.18 MEME /(- =0 Ж f 0. 


йт=-1, z= 一目 和 z=2 痢 是 所 给 函数 的 极 值 点 . 

注 

(1) 古 数 的 极 值 是 局 部 性 概念 ， 极 值 只 是 潍 数 在 某 个 邻 域内 的 最 大 值 和 最 
IHR, 而 最 大 值 和 最 小 什 则 是 指 完 义 区 间 上 的 整体 性 坊 ， 两 者 不 可 混淆 ; 

(2) 一 个 古 数 在 定义 区 间 上 可 能 有 几 个 极 大 值 或 要 小 值 ， 而 标 大 值 不 一 完 
就 比 极 小 值 大 ， 如 图 3-7 PUKE Сту) ТИ fn) 

(3) 一 般 地 ， 极 值 不 取 在 区 间 庙 点 ,而 最 值 有 可 能 取 在 区 间 的 内 部 及 端点 ， 

现在 来 讨论 函数 极 值 的 求法 ， 现 给 出 函数 取得 极 值 的 必要 条 件 ， 然 后 介绍 
函数 取得 极 值 的 充分 条 件 ， 即 函数 极 值 的 判别 法 . 

定理 3.6 〈 极 值 存在 的 必要 条 件 ) 设 函 数 f(z) 在 点 ro 可 导 , ELE zo 
处 取得 极 值 ， 则 函数 /(z) 在 点 re 处 的 导数 一 定 为 零 , BD f (z0) =0. 

定理 3.6 表明 : 可 导 函 数 的 极 值 点 必定 是 它 的 驻 点 ,但 是 反 过 来 ， 函 数 的 
驻 点 却 不 一 定 是 极 值 点 . 例如 ,点 z=0 是 函数 f(z) = z) 的 驻 点 , 但 却 不 是 f 
(xz) 的 极 值 点 ( 见 图 3-6). 反 过 来 , 极 值 点 也 不 一 定 是 驻 点 . 例如 ,点 z =0 是 
函数 f(z) = |z | 的 极 值 点 , 但 却 不 是 驻 点 , HX f (ORFE. 因此 ， 当 求 出 了 
函数 的 驻 点 后 ， 还 要 进一步 判定 求 得 的 驻 点 是 不 是 极 值 点 . 如 果 是 的 话 ， 还 要 
判定 函数 在 该 点 究竟 是 取得 极 大 值 还 是 极 小 值 . 这 些 问 题 将 由 下 面 两 个 定理 给 
出 判定 方法 . 

定理 3.7 (判定 极 值 的 第 一 充分 条 件 ) REN f(z) 在 点 zo 处 连续 ,在 
点 zo 的 某 个 邻 域内 可 导 ( 点 zo 可 除外 ) 且 f (zo) =0, 如 果 在 该 邻 域内 点 zo 
的 左右 两 侧 邻近 处 有 : 

(1) 当 zx Bf, f'(z)>0; 当 z>zo 时 , f (z)<0, 则 函数 7(z) 在 点 
хо 处 取得 极 大 值 f Cro). 

(2) 当 z<zo 时 , /'(х)<0; 34 z> zo BÍ, f'(z)>0, 则 函数 /(z) 在 点 
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zo 处 取得 极 小 值 (то); 

(3) Ei zs zo 时 ,三 (z) 同 号 ,， 则 函数 f(z) 在 点 zo 处 不 取得 极 值 . 

证 由 对 于 情形 (1), 根据 函数 单调 性 的 判定 法 函数 f(z) 在 点 zo 的 左 
邻 域 是 单调 增加 的 ,在 点 zo 的 右 邻 域 是 单调 减少 的 ， 因 此 ,存在 着 点 zo 的 某 
一 邻 域 , 使 得 该 邻 域内 除了 点 zo 外 的 任何 点 x 都 有 f(z)<f(zxo), 从 而 f(x) 
是 /(z) 的 一 个 极 大 值 (图 3-8(a)). 

对 于 情形 (2) 也 可 以 类 似 地 证 明 (图 3-8(b)). 


» » 
ZR э) 


ir^ T 


加 EZ т E Е7 т 
(9 (b) 


Bs & 

利用 定理 3.7 KASEK, f 4 3-8 进行 就 更 为 直观 . 同时 可 以 
看 出 , 当 z 在 re 的 邻近 处 渐 增 地 经 过 zo 时 ， 如 果 f(z) 的 符号 不 改变 ， 则 
f(z) 在 zo 处 没有 极 值 ， 这 就 是 情形 (3). 

如 果 函 数 /(z) 在 所 讨论 的 区 间 内 可 导 ， 应 用 上 面 定理 求 极 值 的 步骤 可 归 
MMT: 

(1) 确定 函数 的 定义 域 ; 

(2) 求 出 导数 广 (z) 得 出 /(z) 的 所 有 驻 点 和 尖 点 ; 

(3) 考察 上 述 点 两 侧 /(z) 的 符号 ,确定 极 值 点 ; 

(4) 求 出 各 极 值 点 处 的 函数 值 ， 即 得 函数 的 极 大 (小 ) 值 . 

例 3.21 ЖЖЖ f(z) = 2 (48- 22)? 的 极 值 . 

解 函数 的 定义 域 为 (- oo, +оо), 

/'(«)=(48-2х)#+2х(48-2х)(-2) =12(х -24)(z -8). 

4 f'(z)-0, WEA 2,8, 22724. 


列表 讨论 如 下 : 
= Ce. s (8, 24) 2 (24, +9) 
n + ° - ° + 
w*< ЫЛ 
Бе Z | wam 3 £24) -0 2 


913.22 ЖЕЖ у(х) = (2-1) Jr. 


rE 
解 om, /(z)= diei): 724022 


3j 
Мото, СНЕ: Ф f (z)=0, RRR z=. 
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列表 如 下 : . 
E (m. 0) ° (+) + (2. +) 
£o) * 不 存在 - 0 * 
_ z> EXE Im М asa 


因此 ,，/(z) 在 z=0 处 有 极 大 值 (0) = 0; t z= EHNA /( 2| = 

- 3 [4 
525" 

定理 3.8 判定 极 全 的 第 二 充分 条 件 ) 设 函数 y= /(z0 ro 处 具有 二 
阶 导数 ， 且 三 (zo)= 0， 厂 (zo) 天 0, RI 

(1) 34 f) 0 时 ,函数 /(z) 在 点 zo 处 取得 极 大 人 fs 

(2) 当 了 (zo) >0 时 ,函数 SCEN z 处 取得 极 小 什 Со). 

证 对 于 情形 (1), 由 于 f (n) <O, 按 二 阶 导数 定义 有 

f (xo) = lig EG FG <o, 
e 


根据 函数 极限 的 保 号 性 ， 当 z 在 zo 的 足够 小 的 邻 域内 且 nns 时 ， 有 
Г) (а) co. 
z-- 
E f (zo) = 0， 所 以 由 上 式 得 
£G) c, 


2-20 
从 而 知道 ， 在 这 邻 域内 除去 z = ro 外 ， 对 于 其 他 一 些 zx， 厂 (z) 与 z zo 的 符 
号 相反 . 因此 , 当 z<zo, В z- zo <08B$, /'(х)>0; 当 z>xzo, 即 z-zo> 
Off, f'(z) «0. 于 是 根据 定理 3.7，f(z) 在 点 zo 处 取得 极 大 值 f(0). 

类 似 地 ,可 以 证 明 情形 (2). 

定理 3.8 告诉 我 们 ， 如 果 函 数 /(z) 在 驻 点 zo 处 的 二 阶 导数 (09) 50, 
则 驻 点 一 定 是 极 值 点 ,并 且 可 以 按 二 阶 导数 的 符号 来 判定 f(zo) 是 极 大 值 还 是 
极 小 值 . 但 如 果 f (zo) =0, 这 时 定理 3.8 就 不 能 应 用 . 事实 上 , 当 (zo) =0， 
f'(zo) =0 Bf, f(z) 在 zo 处 可 能 有 极 大 值 ， 可 能 有 极 小 值 ， 也 可 能 没有 极 值 . 
itn, f(x) = т, f(z) = = zt, f(x) z?, 这 3 个 函数 在 z=0 处 均 有 
f (0)=0, 了 (0)=0, 而 f1(z) 有 极 小 值 1(0) =0,f2(x) 有 极 大 值 00) = 0, 
Js(z) 没 有 极 值 . 它们 的 图 形 分 别 如 图 3-9(a)(b)(c) 所 示 . 

因此 ， 如 果 函 数 在 驻 点 处 的 二 阶 导数 为 零 , 这 时 就 要 用 定理 3.7( 第 一 充分 
条 件 ), 根据 一 阶 导数 在 驻 点 左右 邻 域 的 符号 来 判定 . 


例 3.23 REM f(z) = 0 -22+ 3r e LIB. 


£zt 导数 的 应 用 ж 


уба) = - zt 
0 


m39 
Ж f(z)=z?-4z+3=(z-1)(zr-3), 
4 f'(2) 20, 求 得 驻 点 1=1, 2273. 
f(x) 72x - A7 2(z -2). 
WX /'(1)= -2«0, 所 以 /(z) 在 z=1 处 


取得 极 大 值 /(1) 三 也 

TRA £3) 7220, 所 以 /(z) 在 z=3 处 取 
得 极 小 值 /(3) =1. 函数 的 图 形 如 图 3-10 所 示 . 

例 3.24 求 函 数 /(z)=(z?-1)?+1 的 极 值 . 

解 /fuz)=6z(z2-1. 

4 f'(z) 70, 求 得 驻 点 ri= 71, 2270, 2571, 
Р(х) =6022- 52? -1). 

BA f (0) 2620, f(z) 在 z=0 处 取得 极 小 值 
f(0)=0; AX f(-1)= f (1) 20, 用 定理 3.8 无 法 判 
XE, 改 用 定理 3.7. 当 z< -1 时 , f(z)<0; 4 x> -1 
时 , /'(х)<0, 因为 在 z= -1 的 左右 邻近 处 三 (z) 的 符 
号 没有 改变 ， 所 以 ，/(z) 在 х= -1 处 没有 极 值 . 同 理 ， 
f(z) 在 +=1 处 也 没有 极 值 (图 3-11). 


习题 3-2 
1. 求 下 列 函数 的 单调 区 间 
(1) f(z)-Inz; (2) f(z) 722) -62?-18z -7; 
(3) f(2) 722? -Inz; (4) f(z)=z-e%; 


(5) (=) = z-2snz(0&z«2x); (6) f(z)= /2z- z2. 
2. 求 下 列 函数 的 极 值 . 


(Df()-42-323-6:42; — (2)у(х)= 3 
Ttg 


(3) f(z)= z-In(1* z); (4) fur. 
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3. 求 下 列 函数 的 单调 区 间 和 极 值 - 
(1) 7(z)=(z-1Dz(z+l)3; (2) f(z)=(z2-1)2-1; 


1 
(3) f(z)= х + tanz; (4) f(x) 55-2(z 3. 

4. 用 函数 单调 性 证 明 不 等 式 - 

(D z>ln(1+z) (0) аз) nr > (ар). 
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在 许多 实际 问题 中 , 常常 会 遇 到 如 何 解决 在 一 定 的 条 件 下 最 大 、 最 小 、 最 
快 、 最 省 、 最 优等 等 的 问题 . 对 于 这 类 问题 ， 在 数学 上 通常 是 设法 将 其 归结 为 
求 某 个 函数 的 最 大 值 或 最 小 值 问题 来 解决 . 下 面 先 介绍 可 导 函 数 在 闭 区 间 上 的 
最 大 值 、 最 小 值 的 求法 ， 然 后 通过 举例 介绍 实际 问题 中 的 最 大 值 、 最 小 值 的 求 
№. 


一 、 函数 在 闭 区 间 上 的 最 大 值 和 最 小 值 


如 果 函 数 y= 7(z) 在 闭 区 间 [a，6] 上 连续 , 则 函数 在 该 区 间 上 一 定 取得 最 
大 值 和 最 小 值 ， 称 条 数 取得 最 大 (小 ) 值 的 点 为 函数 在 该 区 间 上 的 最 大 (小 ) 值 
点 ， 它 可 能 是 这 个 区 间 的 端点 ， 也 可 能 是 这 个 区 间 内 部 的 点 . 如 果 最 大 (小 ) 值 
点 在 区 间 内 部 ， 它 们 一 定 是 极 值 点 .对 于 可 导 函 数 来 说 这样 的 点 一 定 是 函数 
的 驻 点 . 

应 当 注 意 ， 如 果 函 数 y= /(z) 在 闭 区 间 [a，b] 上 连续 , 而 在 (a, 5) 内 个 别 
点 处 不 可 导 ， 那 么 这 些 点 也 可 能 是 最 大 (小 ) 什 点 . 

求 函 数 的 最 大 (小 ) 值 可 按 以 下 步 台 进 行 : : 

(D ЖЕ УС) Ca, b) S BER BER CR RUP) Ro ОЧЕ 
га 

(2) 求 出 以 上 各 点 处 的 函数 值 及 区 间 [a，6] 端 点 处 的 函数 值 (a), f(0): 

(3) 比较 以 上 各 函数 值 的 大 小 ,最 大 者 为 所 求 的 最 大 值 ， 最 小 者 为 所 求 的 
ROME. 

例 3.25 ЖИ у) 32 +3 在 闭 区 间 [ -3, 3] Eric 
AME. 

WO (1) 求 驻 点 : 

f 

令 了 (xz)=0 得 驻 点 为 z1= 


322-3=3(2+1)(=-1), 


1, z2=1. 
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(2) 求 函 数值 : 


f(D=5, f(021, 1(-3)=-15, Д3) = 


2! 8 
(з) Kt, REX y ueni з, ] 上 的 最 大 值 是 (1) 
75, 最 小 值 为 (一 3)= - 15. 
例 3.26 REY f(z)= (z - 1) yi 在 闭 区 则 [- 1, 1] 上 的 最 大 值 和 最 小 
m. 
解 (1) 求 导数 得 
„=з az D. 
۶ (= ےل‎ + i3, 
4 f'(1)70 REAN а=. 容易 看 出 , 在 +=0 处 (x) 不 存在 . 
(2) 求 出 各 有 关 点 处 的 函数 值 . 


Д2) = - 2 |Ë, /0)=0, = -2. fo. 


(3) 比较 以 上 各 函数 值 ， 得 所 求 的 最 大 值 为 (0) = f(1) = 0， 最 小 值 为 
f(-1)= -2. 

在 某 些 特殊 情况 下 ,可 以 简化 求 最 大 (小 ) 值 的 方法 ,例如 : 

(1) 如 果 函 数 /(z) 在 [a，5] 上 单调 增加 (减少 ), W f(a ) 是 最 小 (大 ) 值 ， 
7(6) 是 最 大 (小 ) 值 ; 

(2) 如 果 连 续 函 数 /(z) 在 [a, b] 上 连续 , 在 (a, 5b) 内 可 导 , 而 在 (a, b) A 
只 有 一 个 驻 点 ， 且 是 极 值 点 ， 则 当 函 数 在 该 点 处 取得 极 大 (小 ) 值 ， 该 极 大 (小 ) 
值 就 是 函数 的 最 大 (小 ) 值 . 这 个 结果 对 于 开 区 间 及 无 穷 区 间 也 适用 ， 


=. 实际 问题 中 的 最 大 值 和 最 小 值 


下 面 通过 举例 来 说 明 实际 问题 中 的 最 大 值 、 最 小 值 的 求法 . 

例 3.27 铁路 线 上 AB 段 的 距离 为 100km | iom .| 
IT CHEA 处 为 20km，AC 垂直 于 AB( 见 图 3 $ zi 
12. 为 了 运输 需要 ,要 在 AB 线 上 选 定 一 点 D Е 
向 工厂 C 修筑 一 公路 , 已 知 铁路 上 货运 的 运费 与 Š 
公路 上 货运 的 运费 之 比 为 3:5, 为 了 使 货物 从 供 C 
应 站 B 运 到 工厂 C 的 运费 最 省 ， 问 D 点 应 选 在 
何 处 ? 

解 设 |AD|=z(km), 则 


B 


图 3-12 
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IBD| =100- z, 
ICD| = /20 + z2= /400+ z2. 
由 于 铁路 上 货运 的 运费 与 公路 上 货运 的 运费 之 比 为 3:5， 因 此 不 妨 设 铁路 
上 每 km 的 运费 为 3k, 公路 上 每 km 的 运费 为 5k( 上 为 某 个 正 数 ). 设 从 В 点 到 
C 点 需要 的 总 运费 为 y， 则 
y=5k|CD| +3k|DB|, 
m 
y=5k [400€ 22 *3k(100- 2) (0<z<100). 
因此 ， 问 题 就 归结 为 : = 在 [0，100] 上 取 何 值 时 ， 函 数 y 的 值 最 小 . 
JR y 对 z 的 导数 


Sz 


YT Jaota? - 


4 y =0, 得 驻 点 了 =15， 

根据 实际 意义 ,运费 的 最 小 值 一 定 存在 ， 且 驻 点 又 是 唯一 的 ,因此 可 以 断 
定 在 驻 点 = 15 处 函数 y 取得 最 小 值 .从 而 当 |AD | = z = 15 时 ， 即 选取 D 
点 在 距 A 点 为 15km 处 ， 总 运费 最 省 

一 般 地 说 , 在 实际 问题 中 ， 只 要 根据 问题 的 实际 意义 ， 就 可 以 肯定 可 导 函 
数 7(z ) 的 量 大 (小 ) 值 一 定 存在 ， 且 在 函数 的 定义 区 间 内 取得 . 3x94, MRE 
7(z) 在 定义 区 间 内 只 有 唯一 的 驻 点 zo， 可 以 直接 断定 /(zo) 就 是 所 求 的 最 大 
сов. 

例 3.28 要 建造 一 个 体积 为 V = Som 的 圆柱 形 封闭 的 容器 ， 问 怎样 选择 
它 的 底 半 径 和 高 ， 合 所 用 的 材料 最 省 ? 

解 在 这 里 ， 用 料 最 省 就 是 要 求 容器 的 表面 积 最 小. 
设 谈 容 器 的 底 半 径 为 r， 高 为 A( 图 3-13)， 则 它 的 表面 积 S s< 
3 


S-2xr! +2xrh, 


再 由 关系 式 У = кг? = 50. 

250. 
得 һ= 20. Lx | 
于 是 得 S 与 + 的 函数 关系 式 : 


8313 
5=2002+ 10 (0<r<+o). 
这 样 ， 问 题 就 归结 为 求 > 为 何 值 时 ，S 取得 最 小 值 . 为 此 , R S 对 + 的 导 
数 得 . 
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S canc - 10. 
; 
Ф5'=0, 得 r- J2. 
750 
因此 ， 当 国 柱 形容 器 的 半径 为 = |500), а 


时 用 料 最 省 . 

在 根据 题 义 建立 函数 关系 时 ,常常 会 碰 到 两 个 变量 的 情形 . 这 时 要 找 出 除 
因 变 量 之 外 的 其 他 变量 之 间 的 关系 ,消去 多 余 的 变量 ， 从 而 建立 因 变量 与 自 变 
县 之 间 的 函数 关系 式 . 这 种 函数 关系 式 在 极 值 问题 中 ， 也 称 为 目标 函数 . 

例 3.29 有 一 批 钢管 要 能 水 平地 通过 如 图 3-14 所 示 л 7 
的 通道 ， 问 钢管 的 长 度 最 多 不 超过 多 少 ? Е 

解 设 钢管 AB 的 长 度 为 !(m)， 绕 O 点 转角 a 如 图 
3-14 所 示 , 则 


AO= E ，OB = E 3-14 


sina’ 
1= ۸0+ OB = D e 


EMER, 当 a 为 何 值 时 ， 函 数 1 取 最 大 值 . 
将 4 对 a ЖФ, 得 
dL _ 2 sina _ Зсоѕа _ 2sinya = 3сов'а 


de cosa sina cosasima 


44 =0, 得 2sin'a =3соёа =0, 即 


N Ez 
um-[i 或 она Ë. 


3 
= gece = (1+ tana = "m 13. 
cosa 

cee = /1+сойа = "mn 
sina 


故 所 求 钢管 的 最 大 长 度 为 


E 
1-22 TREES he $7.01), 


所 以 
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即 钢管 要 能 水 平地 通过 通道 ,最 长 不 能 超过 约 7.02m. 
习题 3-3 
1. 求 下 列 函 数 在 指定 区 间 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
(1) f) 9 2*-22* *5, [—2, 2]; 
(2) y=z+ /1-z, l-5, 1]; 
(3) f(x) = /100- x, [6, 8); 


2 
(4) f(x) G 72) G +1)°, [-2, 2]. 
2. RE: 周 长 为 定 值 L 的 所 有 矩形 中 ,正方 形 的 面积 最 


大 А 
3. 要 做 一 个 上 部 为 半圆 形 ， 下 部 为 矩形 的 窗户 ， 设 计 的 

周 长 为 工 ,， 问 窗 的 高 度 ， 宽 度 如 何 安排 才能 透 光 最 好 (如 图 3- * 

15)? —— 


4, 有 甲乙 两 城 ， 甲 城 位 于 一 条 直线 形 河岸 ， 乙 城 离 岩 图 3.15 
40km， 乙 城 到 上 岸 的 垂 足 与 甲 城 距离 为 S0km， 两 城 在 此 河 边 合 
建 一 水 厂 取水 ， 从 水 厂 到 甲 城 和 乙 城 的 水 管 费用 分 别 为 500 元 /km 与 700 
元 /km, 问 此 水 厂 应 建 在 何 处 才能 使 水 管 费 最 省 ? 

5. 有 一 块 宽 为 2a 的 长 方形 铁皮 ,将 宽 的 两 个 边缘 { 2a-2z Н 
MENE, HRTF OK, HIRT SEE, MA 
т, FJ z 取 何 值 时 水 槽 的 流量 最 大 (如 图 3-16)? 图 3.16 

6. 设 半径 为 R 的 球 内 接 一 个 圆柱 体 ， 试 求 体积 为 最 大 的 圆柱 体 . 

7. 在 坐标 平面 上 通过 一 已 知 点 P(1, 4) 引 一 条 直线 合 它 在 两 坐标 上 的 正 截 
距 之 和 为 最 小 , 求 此 直线 方程 . 
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一 、 曲 线 的 四 凸 性 


前 面 , 讨论 了 函数 的 单调 性 与 极 值 , 这 对 于 描绘 函数 的 图 形 有 较 大 的 作用 . 
但 仅 有 这 些 知识 ,还 不 能 比较 准确 地 描绘 函数 的 图 形 . 例如 , 在 图 3-17 F, iR 
Ж у= 27 和 函数 y=Vz 的 图 形 ， 当 z >0 时 虽然 都 是 单调 上 升 的 ,但 在 上 升 过 
Ж, 它们 的 弯曲 方向 有 显著 的 不 同 . y = zz 的 图 形 是 向 上 四 的 (或 称 凹 的 )， 
而 у= Vz 的 图 形 是 向 上 西 的 (或 称 西 的) 可见， 函数 图 形 的 厅 曲 方向 可 用 曲线 
弧 的 “凹凸 性 "来 描述 . 
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下 面 就 来 讨论 曲线 的 四 凸 性 及 其 判定 法 - 

从 几何 图 形 上 看 到 ， 曲 线 纪 的 四 与 凸 可 通过 曲线 
与 其 切线 的 相对 位 置 来 确定 (图 3-18). 如 在 图 3-18(a) 
中 ,曲线 颖 上 任意 一 点 的 切线 都 在 曲线 弧 的 下 方 , 而 曲 
线 弧 是 凹 的 ; 又 如 图 3-18(b) 中 ， 曲 线 颖 上 任意 一 点 的 
切线 都 在 曲线 绝 的 上 方 ， 而 曲线 弧 是 凸 的 . 下 面 给 出 曲 
线 的 凹凸 性 的 定义 . 


» » 
м, М; 
1 м, M 
0 T 0 т 
(9 


LE 

XX3.2 WIRT y= (х) [а, b] ЕЖ#, 在 (a,5) 内 可 导 . 

(1) 若 对 于 任意 的 roE (а, b), WRA y= f(z) 过 点 (zo， f(zo)) 的 切线 
总 位 于 曲线 弧 y= jz) 的 下 方 ， 则 称 曲 线 弧 y= f(z) 在 [a,5] 上 是 凹 的 (简称 
шй); 

(2) 若 对 于 任意 的 29€ (a, b), HRM у= f(z) 过 点 (zo，f(z0)) 的 切线 
GFARM у= f(x) 的 上 方 , ШЕВА у= J(z) 在 [ae，5] 上 上 是 凸 的 ( 简 
KOM). 

如 果 у= 7(z) 在 (ae，6) 内 二 阶 可 导 , 则 可 利用 二 阶 导数 的 符号 来 判定 曲线 
弧 的 凹凸 性 . 

定理 3.9 (HAMM AHERN AEE) REX y= f(z) 在 [ae，6] 上 连 
Ж, 在 (a, 5) 内 具有 二 阶 导数 ,那么 

(1) 若 在 (ae，6) 内 矿 (z)>0， 则 曲线 弧 y= f(z) 在 [a，5] 上 是 四 的 ; 

(2) Жа, 6) 内/(z)<0, WHAM y= f(z) 在 [a, BEREH. 

Æ 如 果 把 定理 中 的 闭 区 间 换 成 其 他 各 种 区 间 ( LEAREN), MARE 
的 结论 也 成 立 . 

例 3.30 判定 曲线 y= lnz 的 凹凸 性 . 

AR 该 函数 的 定义 域 为 (0，+ o). 因为 


í< - Ij £ 

yel, y(i], 
所 以 在 (0，+ оо), y” <0. 直 曲 线 的 凹凸 性 判定 定理 可 
知 ,曲线 y—Inz 在 (0，+ co) 上 是 西 的 (图 3-19). 
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例 3.31 RHA у= (z 一 1)3 HARKE. 

S y =3(=-1), y -6(z-1). 

4 y -0f8 z=1. 将 该 函数 的 定义 域 (- co, + o) 分 
成 两 个 子 区 间 : 


(7-9, 1) 及 (1, +o). 
由 于 在 (- o, DA <0, 故 曲线 在 (一 co，1] 上 是 凸 ma20 
Ж; HFH, +o) 交 >0,， 故 曲线 在 (1，+ о) БЖМ 
36. 因此 ,点 (1, 0) 是 曲线 y= (= -1)3 的 凸 弧 与 凹 弧 的 分 界 点 (图 3-20). 


=. 曲线 的 拐点 


定义 3.3 连续 曲线 y= /(х) EIUS DES AERIS, 称 为 曲线 y= f(z) 
的 拐点 . 

例如 ,在 例 3.31 中 , 曲线 ?= Cc - 1? 上 的 点 (1, 0) 就 是 该 曲线 的 拐点 

应 当 注意 , 拐点 是 曲线 上 的 点 , 一 般 记 作 (zo，f(zo)). 它 与 驻 点 和 极 值 点 
不 同 ， 驻 点 和 极 值 点 都 在 轴 上 ， 而 拐点 在 曲线 上 . 

求 曲线 y= f(z) 在 区 间 (a，, 6) 内 的 拐点 的 步骤 : 

(1) Ж f(z), 找 出 六 (xz)=0 和 (zx) 不 存在 的 点 xis 

(2) 这 些 点 z, Wla, 5) 分 成 若干 个 子 区 间 ， 在 其 上 考察 三 (z) 的 符号 ; 

(3) Ст) ri 两 侧 异 号 ,点 (zi，/(zi)) 就 是 曲线 y= f(z) 的 拐点 ; 
否则 不 是 拐点 ， 

例 3.32 讨论 函数 y= 2*-22 +1 的 四 凸 性 ,并 求 该 曲线 的 拐点 . 

М 该 函数 的 定义 域 为 ( - co, +оо), 
y 242) - 623, y» 12x(x - 1). 
4 y =0, 得 zi=0， z;71. 


列表 如 下 : 
LÀ (9,9 9 «0. 1) 1 (1, +9) 
У * ^ * 
= f(D p BAO, 1) C sa. о) № 


WRP (oua RS, 表示 身 线 泊 是 所 的 . 

当 z=0 时 , y=1; 当 z=1 时 ,y=0. 故 所 求 的 拐点 为 (0, 1) 及 (1, 0). 

例 3.33 讨论 曲线 y= zx* 是 否 有 拐点 ? 

XR ”该 函数 的 定义 域 为 (一 co +оо), y =4z?), y - 1227. 

令 Y=0 得 z=0, 当天 0 时 均 有 Y>0, 即 在 z=0 的 左 、 右 两 侧 y 的 符 
号 相同 . 从 而 可 知 , 点 O(0, 0) 不 是 曲线 y= z* 的 拐点 . 因此 ， 该 曲线 没有 拐 
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点 , 它 在 (- оо, +оо) EJIIS. 
例 3.34 RHA y= Jz Mmm E] RS AL 
解 ”该 函数 在 其 定义 域 ( - oo, + 吕 ) 内 连续 (图 3-21). 
当 z=1 Bf, 


PS 1 E 3 | 
57а »G-DJG-y 
当 z=1 时 , y, SEFHE, 点 z=1 把 (-co, + > 
oo) 分 成 两 个 子 区 间 ( = %,1] 和 [1,，+ о). 
在 (- oo, 1] 内 y 20, 曲线 在 ( - co，1] 上 是 四 的 ; 
在 [1，+ oo) 内 y «0, ÅREN, ce) 上 是 西 的 . 
当 z=1 时 ，, у=0, 故 点 (1, 0) 是 该 曲线 上 的 一 个 拐 
点 (图 3-21). msn 
三 、 函 数 图 形 的 描绘 
1. 水 平 渐 近 线 
# lim 7(z)= /或 lim.J(z)=6， 则 称 直线 y= b 为 曲线 y=/(z) 的 水 平 
жий. 
例如 ,因为 lim arctanz = 5, HEEL у = 到 是 曲线 y= arctanz 的 水 平 渐 近 
A. 类 似 地 ， 因 为 ,lim_arctanr = — 2, 所 以 y= 一 到 也 是 曲线 y = arctanz 的 水 
жиш. 
2. 铅 直 渐 近 线 
3 lim (z) = oo 或 lim f(z) = co, 则 称 直线 z= c 为 曲线 y= f(z) 的 铅 直 
жий. 
例如 ， 因 为 im lnz = — oo， 所 以 直线 z = 0 是 曲线 y= Inz 的 铅 直 源 近 线 . 


Xt, Bh inch = + oo， 所 以 直线 + =о 是 出线 y= е^ КЕ. 

3. 函数 图 形 的 措 给 

利用 导数 措 给 函数 的 图 形 , 其 一 般 步 台 如 下 : 

(1) 确定 函数 y= /(z) 的 定义 域 ， 观 察 数 是 否 具有 某 些 特性 如 奇 个 性 、 
周期 性 等 ， 并 求 出 函数 的 一 阶 导数 (x) 和 二 阶 导数 f (2); 

(2) RIH f (3) -0 及 f Ge) -0 在 函数 定义 域内 的 全 部 实 根 ， 用 这 些 根据 
函数 的 定义 域 分 成 几 个 于 区 间 (如 果 函 数 有 间断 点 或 导数 不 存在 的 点， 那么 也 
把 它们 作为 分 点 ); 
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(3) 确定 在 各 部 分 区 间 内 f Cr) fI 厂 (z) 的 符号 ,并 由 此 确定 函数 图 形 的 
升降 和 四 凸 ， 极 值 点 及 拐点 ， 然 后 列表 讨论 (表格 式样 可 参见 下 面 的 例题 ); 

(4) 确定 函数 图 形 是 否 有 水 平 或 铅 直 渐 近 线 ; 

(5) 算出 方程 站 (z)=0 和 (x)=0 的 根 (包括 导数 不 存在 的 点 ) 所 对 应 的 
函数 值 ， 以 定 出 图 形 上 相应 的 点 ; 为 了 把 图 形 描绘 得 更 加 准确 些 ,必要 时 再 补 
充 一 些 点 , 特别 是 函数 图 形 与 坐标 轴 的 交点 ; 然后 结合 (3)(4) 中 的 结果 , 连接 
这 些 点 作出 函数 y= f(z) 的 图 形 . 


例 3.35 作出 函数 y= 本 -2z?+3z +1 的 图 形 . 
解 (1) 所 给 函数 的 定义 域 为 ( оо, + =), 其 导数 为 
(2) = 22-42 37 (x -(z -3), 
f'(z)*2z -472( -2). 
(2) f'(z) =0 HRY 2,71, 273, f(x) =0 的 根 为 z3=2. 
上 述 三 个 根 把 定义 域 ( оо, + oo ) 划 分 成 四 个 子 区 间 ， 依 次 排列 如 下 ; 
(=œ, 1], [1, 2], [2, 3], [3, +). 
(3) HE FEAR RICO HER, [UL s KF ЖЕН CIE ТҮГЕ CRI 9 
并 列 入 表 内 : 


= Ce [«»[ 2 [os| 3 G z) 
fO) + n - - | - 0 + 
f) ры ==: fas ° * * * 

(DEME | /| ах | — | sa | Гах | — 


这 里 , А ERT LEAN, N NOR BRIF ЕТО B Ж 
凸 的 ，\\ 表示 曲线 弧 下 降 而 且 是 凹 的 ，- 一 /表示 曲线 弧 上 升 而 且 是 目的 . 从 表 
中 可 以 看 出 ， 函 数 在 z =1 处 取得 极 大 值 ， 在 z = 3 处 取得 极 小 值 . 

(4) 当 z 一 + off, y— + оо; Ш r- olf, y+ – o, RRHH y= 
f(z) 无 水 平 渐 近 线 . 又 因 所 给 函数 没有 无 穷 间 断 点 ， 故 也 无 铅 直 渐 近 线 . 

(5) 算出 z=1, 2, 3 处 的 函数 秆 : 


£072. 1-3. у@)=1. 
从 而 得 到 函数 y= E -2z?+3z +1 图 形 上 的 三 个 点 : 
(1 2). (2, $). ө, D. 其 中 (2, S) m 
笛 适当 补充 一 些 点 ， 如 曲线 与 坐标 币 的 交点 等 . 由 于 /(0) 21, /(-1)= 
- 8, yay = 子 从 而 又 得 到 函数 图 形 上 的 三 个 点 : 
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«з» [-ь -B].[s 3). 

首先 将 以 上 这 些 点 在 坐标 平面 上 定 出 , 再 
根据 表 中 所 示 图 形 的 特征 描绘 出 函数 的 图 形 ， 
见 图 3-22. 如 果 讨论 的 函数 是 奇 函 数 或 偶 函数 ， 
那么 , 描绘 函数 图 形 时 可 以 利用 图 形 的 对 称 性 
LIAISE 8 


例 3.36 MEEN y= e "Tum. 


解 〈1) 所 给 函数 的 定义 域 为 ( оо, +). 由 于 f(- x)= f(z), PN 
f(z) 是 偶 函 数 , 它 的 图 形 对 称 于 y 轴 . 下 面 我 们 可 以 只 讨论 [0，+ о) Еж 
数 的 图 形 . REH 


f(z)=- 


图 3-22 


(FG) EG +G = ре? 
" 


Ух 
(2) # (0, +оо) Е, 方程 (х) =0 的 根 为 xi= 0; 方程 Co) =0 的 根 为 


zl 
用 点 z1=0 和 zz= 1 把 区 间 [0，+ co) 划 分 为 两 个 子 区 间 [0，1] 和 [1， 
+ e0). 


(3) 列表 讨论 单调 性 、 四 凸 性 、 极 值 与 拐点 : 


z o (0, 1) 1 (1, +œ) 
fo ° = = - 
fo Є - 0 * 

у= 7(z) 的 图 形 аха ` ГТ V 


从 表 中 可 以 看 出 ， 函 数 在 z = 0 处 有 极 大 值 ; 当 = = 1 时 ，y= 1, 点 
V2re 
二 
|". mensas 


(D HF li f) = im "oe 5 =0, 所 以 图 形 有 一 条 水 平 源 近 线 y= 
im ба) = lim 
0. 又 因 FEHR, HEREME; 
"ud P 
в) яй SO = 7L. 又 由 于 л) = hz, АТЕНЕ EB 5 
wo. Ae мі. XA 
结合 (3)(4) 中 讨论 的 结果 ,适当 补充 点 , 如 [2. 7L). grin 
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数 在 [0，+ оо) БЕЈ. 最 后 利用 图 形 的 对 称 性 描 出 函数 在 整个 定义 域 ( оо, 
+ o) 上 的 图 形 (图 3-23) . 
这 个 函数 图 形 就 是 “概率 统计 ”中 常用 的 标准 正 态 分 布 曲 线 . 


图 3-23 


习题 3-4 

1. 判定 下 列 曲线 的 四 凸 性 . 

(1) y=4r-z% (2) у= zarctanz ; (3) у= (2+1) е". 

2. 求 下 列 曲线 的 四 凸 区 间 及 拐点 . 

(1) y= xz -Sz +32 +5; (2) y=ln(z2+1); (3) y emm, 

3. BAHA y= z3+ ax? -9z +4 在 z=1 有 拐点 , 试 确定 系数 a, 并 求 曲 
And SUR ES EXT. 

4. 求 下 列 曲线 的 渐 近 线 . 


(Dy= 


е 


(2) у= 


-zi Itr? 
(0) = 1. 
5. 作出 下 列 函 数 的 图 象 . 
2 
(1) y=3z-z5 О) у= 124-323, [OPE 
(4) y=In(z2-1); GC (6) y2ze7. 
第 五 节 ü 率 


许多 实际 问题 都 要 求 定量 地 研究 曲线 的 弯曲 程度 . 例如 ， 设 计 铁路 、 公 路 
时 ， 如 果 弯 曲 程度 不 合适 ， 便 容易 造成 事故 ; 又 如 , 在 机 械 和 土建 工程 中 , 各 种 
潜在 荷载 作用 下 ,要 奔 曲 变形 . 在 数学 上 用 曲率 来 表示 曲线 的 弯曲 程度 . 在 研 
究 曲率 之 前 ,将 先 介绍 曲线 弧 微分 这 个 概念 ， 它 在 本 节 和 以 后 的 应 用 中 都 占有 
重要 地 位 . 
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— ай 


REN у= /(z) 在 区 间 (a，6) 内 有 连续 导数 ， 即 广 () 连 续 . 在 曲线 y= 
.7(z) 上 取 定点 A(zo，yo)， 作 为 计算 曲线 弧 长 的 起 点 ， 点 M(z，y) 是 其 上 的 
任意 一 点 ,并 规定 : 

(D bl z 增 大 的 方向 作为 弧 的 正方 向 ， 即 该 曲线 的 任 一 弧 段 AM 是 有 方向 
в. 

(2) 记 有 向 弧 段 AM 的 长 度 为 ;, 当 AM 的 方向 与 曲线 的 正 向 一 致 时 ，* 取 
正 号 ; 当 AM 的 方向 与 曲线 的 正 向 相反 时 ，* 取 负 号 . 

显然 ,对 于 任意 一 个 =， 在 曲线 上 相应 地 有 一 个 点 M, 那么 ;就 有 一 个 确 

定 的 值 与 之 对 应 ， 因 此 弧 长 ?是 的 函数 . 记 为 
s=s(z), 
且 由 规定 (2) 可 知 ， 它 是 一 个 单调 递增 的 函数 

下 面 我 们 来 求 弧 长 = s(x) 的 微分 as, fU 
称 为 弧 微分 . 

一 般 情况 下 , 给 出 的 是 曲线 的 方程 y= f(x), 
T s= s(z) 是 未 知 的 , 下 面 将 通过 适当 的 变换 , 将 
ds 用 已 知 函 数 的 导数 y = (KER. 

在 曲线 y= /(z) 上 另 取 与 M(z，y) 令 近 的 
点 N(z + Az, y+Ay)( 如 图 3-24). 有 向 弧 段 
AM HKEY s, HIME MN HKEY As, 简 记 为 

AM=s, MN=As. 


可 以 证 明 m ants 
在 直角 三 角形 MRN Ф, 


IMN I? 2 (4х)? + (ду)?, 


(MNT a - asy + (Ay. 
РИШ (Ат), 得 
"m : 
US as) =) 
当 N-M 时 ， Aro, 求 上 式 两 边 的 极限 ,得 


se [C] Cas] T sn De [23], 


ГЕГУ 


于 是 有 
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上 式 两 边 开 平方 , 得 
&-« 87 
因为 s = s(z) 为 单调 递增 函数 ， йэ, 因此 得 曲线 弧 长 的 导数 公式 
d d 
КИДЕ 
和 弧 微分 公式 
a= 1+ (2) dz 
或 ds= / (dz + (d) * 


从 图 3-24 可 以 看 出 ， 弧 微分 ds 就 是 曲线 上 点 M (xz，y) 处 的 切线 眉 
| MT |. 通常 把 直角 三 角形 MRT 叫做 曲线 在 M 点 的 微分 三 角形 . 


二 、 曲率 及 其 计算 公式 


有 了 弧 微分 的 概念 , 就 可 以 对 曲线 的 弯曲 程度 
进行 研究 了 . 下 面 先 从 几何 图 形 直观 地 分 析 曲 线 的 
弯曲 程度 是 由 哪些 量 来 确定 的 . 

当 动 点 沿 曲线 弧 从 M BRIN 时 (图 3-25), 切 70154 
线 的 转角 为 “可 以 看 出 转角 a, 比 a А, ВАЗ 
MN, HE HERBE KK MN 也 小 . 一 般 地 ,车 两 弧 
IBERIA, WEAN, HAMS ARELA. 

显然 , Feb AUS IE HEEL RU, MEALA. 

但 是 ,转角 的 大 小 还 不 能 完全 反映 曲线 读 曲 的 
程度 . 例如 ， 在 图 3-26 中 我 们 看 到 ， 两 段 曲线 强 
MN 与 MiNi， 尽管 它们 的 转角 a 相同 ,然而 奇 曲 的 
程度 并 不 相同 ， 曲 线 弧 短 的 比 曲线 弧 长 的 弯曲 得 厉 
LI 

由 此 可 见 ， 曲 线 弧 的 弯曲 程度 与 弧 两 端 切线 的 
转角 大 小 及 该 弧 的 长 度 有 关 . 83-26 

综合 上 面 的 分 析 可 知 : 弧 的 弯曲 程度 可 用 弧 两 端 切线 的 转角 与 弧 长 之 比 来 
描述 ， 这 个 比值 的 大 小 , HERMES HEK. 

定义 3.3 把 弧 两 端 切线 的 转角 与 弧 长 之 比 的 绝对 值 ， 叫 做 这 段 怠 上 的 平 
均 曲 率 , ox К, 即 


图 3.25 
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к-|]. 
曲线 上 各 点 附近 的 弯曲 程度 不 一 定 处 处 相同 ， 所 以 弧 的 平均 曲率 ， 一 般 只 
能 表示 整 段 弧 的 平均 弯曲 程度 , BR, HKSAR, 平均 曲率 就 愈 能 近似 地 表 
示 弦 上 某 一 点 附近 的 弯曲 程度 . 下 面 我 们 就 给 出 曲线 在 某 一 点 的 曲率 的 定义 . 
定义 3.4 HN 点 沿 曲线 趋 近 于 M 点 时 ， 弧 MN 的 平均 曲率 的 极限 ， 叫 
做 曲线 在 M 点 的 曲率 . 记 做 K, BD 


ге NH 
alay 


Ж 这 里 的 角 用 强度 表示 , 平均 曲率 和 曲率 的 单 
位 为 维度 /单位 长 . 

例 3.37 已 知 圆 的 半径 为 R, REE 

(1) 任 一 段 的 平均 曲率 ; 

(2) 任 一 点 的 曲率 . 

解 (1) 如 图 3-27, 在 圆 上 任意 取 一 段 弧 AB, 3C 
两 端 切线 AP 与 BP 的 转角 Aa 等 于 半径 OA 与 OB 的 
ЖЖ, 且 As= К.Ла, RK, 


(2) 四 上 任 一 点 的 曲率 . 
ku Ka k. 
K=im kR R 
上 述 结论 表示 , N ЕЕ BUE EI io UR E n НТБ, T 


于 半径 R 的 倒数 . 这 就 是 说 ,加 的 弯曲 程度 处 处 一 样 ， 且 半径 越 小 , MERK, 
щы. 


三 、 曲率 的 计算 公式 
现在 来 推导 一 般 曲 线 y= /(z) 在 任意 点 的 曲率 的 计算 公式 . 由 曲率 定义 


HF y cane, a=aretany， itt = 355, ШЇ 4: = V17y3dz， 于 是 有 


КААНЧА, ly] 
ry) Oey 
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这 就 是 曲线 y= f(x) 在 任意 点 (z+，y) 处 的 曲率 的 计算 公式 . 
由 公式 可 知 ,在 使 函数 y= f(z) 的 二 阶 导 数 等 到 于 零 的 点 处 , 曲率 等 于 0. 
所 以 直线 上 每 点 处 的 曲率 都 是 零 ; 曲线 上 的 拐点 处 的 曲率 也 为 零 . 


例 3.38 求 曲 线 y= 士 在 点 (1, 1) 处 的 曲率 . 


解 因为 了 = -点 , уа -1 یاو‎ =2, 


RAAR, 得 


、 曲 率 半 径 和 曲率 贺 


许多 力学 和 工程 技术 问题 往往 还 涉及 曲率 半径 ， 曲 率 中 心 和 曲率 圆 的 讨 
de. 本 节 将 对 这 三 个 概念 分 别 给 予 简要 的 介绍 . 
设 曲 线 = /(z) 上 某 点 M(z，y) 的 曲率 为 K нж 0, ЖЗ ЕИ 
该 曲线 在 点 M(xz，y) 处 的 曲率 半径 , 记 为 К. 即 
nk ley 
Rex 或 rl, 
由 此 可 见 , 曲 线 上 曲率 半径 较 大 的 点 处 的 曲率 较 小 , 反之, 则 该 点 曲率 较 
x. 
若 在 曲线 y= у(х) EP SM 处 ， 沿 其 四 向 一 侧 > 
的 法 线 上 取 线段 MC， 其 长 等 于 曲率 半径 к. 则 点 C 
称 为 该 曲线 在 点 M 处 的 曲率 中 心 ,以 C 为 中 心 , 曲率 
半径 R 为 半径 的 圆 ， 叫 做 该 曲线 在 点 M 处 的 曲率 加 
(图 3-28). 
著 曲 线 y=/(z) 在 点 M 处 的 曲率 为 瑚 ， 则 由 曲 
率 贺 的 定义 可 知 ,该 曲线 在 M 处 的 曲率 加 的 半径 R= 图 3.28 


к 因此 ,曲线 在 м 点 处 曲率 加 的 曲率 也 为 K. 这 表 
明 ,曲线 上 某 点 处 的 曲率 与 该 点 曲率 图 的 曲率 相等 ， 为 此 ， 在 研究 曲线 上 某 点 
附近 的 弧 自 的 形态 时 ， 可 以 用 曲线 在 该 点 的 曲率 加 上 相应 的 红 段 近似 代 符 ， 从 


而 以 我 们 熟悉 的 圆 的 知识 来 分 析 曲 线 上 这 弧 段 的 形态 ， 使 问题 的 讨论 得 以 简 
化 . 


例 3.39 8 y= ax? + br + c 上 哪 一 点 处 的 曲率 最 大 ? 
解 由 y=2ar+6, y 72a 得 
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12a | 
[1+ (2az + 577 

因为 K 05388, UREJE, K 就 
HK. 显然 当 2az +b =0, Hio 一 起 时 , 分母 最 小 ， 
此 时 K 的 值 最 大 ， 

所 以 扫 物 线 在 点 | - -, 40) 处 曲率 最 天， 
#— amun, ийат лан. 

93.4. 设 工件 表面 的 截 线 y=0.4z? HAARE 3-29). MMOLE 
前 其 内 表面 ,试问 ,选用 多 大 直径 的 砂轮 比较 合适 ? 

解 为 保证 工件 的 形状 与 砂轮 接 角 处 附近 的 部 分 不 被 府 去 太 多 ,砂轮 的 
半径 应 当 小 于 或 等 于 访 抛物 线 上 由 率 半 色 的 最 小 值 . 由 上 例 知 好 物 线 在 其 顶点 
处 的 曲率 最 大 ， 也 就 是 说 擅 物 线 在 其 顶点 处 的 曲率 半径 最小 ,为 此 求 抛物 线 y 
=0.4z? 在 顶点 (0, 0) 的 曲率 半径 . 

y 70.8: 和 y=0.8; yl--o=0 和 у'|,26=0.8. 
于 是 曲率 半径 的 最 小 值 为 


K= 


图 3-29 


R= (509. as, 
可 见 , 应 选 半径 不 超过 1.25 单位 长 ， 即 直径 不 超过 


2.50 单位 长 的 砂轮 . 

例 3.41 ERM h ИЖ b A ЖОЕ, "m 
处 的 曲率 突然 改变 ,容易 产生 事故 , 为 了 平稳 行驶 ,往往 
在 直线 和 贺 弧 交接 处 接 入 一 段 缓冲 曲线 (如 图 3-30), 使 


它 的 曲率 未 步 地 由 零 过 渡 到 去 (R HAAKE), 通常 采 
RRMA y = ET bb, 其 中 L ЖЗ ОА 
的 长 度 ， 试 验证 缓冲 曲 线 引 OA 在 端点 O йж, ЗЕН Let, ЖЕ 
M 处 的 曲率 为 到. 


ж зом 的 方程 为 y= gE, FU 
|o ER 
Y 221’ У “RL 
在 z=0 处 , y =0, y =0, 故 缓冲 曲线 在 O 点 的 曲率 为 K =0. 
设 A 点 的 横 坐 标 为 zo， 注 意 到 L 与 zo 比较 接近 ,所 以 可 以 用 工 近似 代替 
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zo 于 是 
3 Dp 
Я 2592,12 LL 
7 l=, =2RLT2RL *2R° 
М =Z. „1. 
Y lz- RLNRE R 
故 在 A 点 的 曲率 为 


工 
R 


NT 


щзкя<, 故 可 略 去 | Lr) 项 , 得 


Ka 


1 
Кут. 


综合 上 述 结果 可 以 看 出 ， 在 直 轨道 和 图 弧 轨道 中 
间接 上 一 段 缓 冲 曲线 轨道 后 ， 就 能 使 铁路 的 曲率 K yz 
从 0 连续 地 变 到 去 ， 从 而 可 使 列车 在 转弯 时 行驶 平 
稳 , 保证 安全 . 为 什么 不 以 圆 弧 为 过 渡 曲 线 呢 ? 这 是 
因为 ,任何 与 OB 相 切 的 圆 弧 , 在 O 点 的 曲率 都 不 会 
AF. 因此 火车 经 过 O 点 向 心力 发 生 突变 , 从 而 产生 ms 
剧烈 震动 ， 这 是 不 符合 安全 运行 要 求 的 . 

013.42 设 一 辆 质量 为 m 的 汽车 以 速度 v 经 过 图 3-31 所 示 的 抛物 形 拱 
Ж, 该 桥 的 跨度 为 Im, 高 度 为 hm. 试问 当 汽车 驶 过 顶点 O 时 ,对 桥 的 压力 多 
大 ? 

解 首先 ,质量 为 m 的 质点 , 以 线 速度 (其 大 小 为 v) 沿 半径 为 的 圆周 
作 勾 速 圆周 运动 时 ， 质点 所 受到 的 向 心力 为 = 若 质 点 沿 曲 线 y= J(z) 运 
LE 我 们 可 用 该 点 的 曲率 圆 红 代 替 其 附近 的 曲线 段 . 因此 ， 质 点 在 曲线 上 某 点 


Bit ba pm, us R 为 曲线 在 该 点 的 曲率 半径 ， 
为 此 ,我们 应 建立 拱桥 的 曲线 方程 . 取 坐标 如 图 3-31 所 示 ， 已 知 拱桥 形状 


НИВ, 所 以 , 设 为 y=az?, Щ z= I уһ, MA a=, Шр 


-4h 
spe 


iiy sihn, y= Ê, 可 求 得 z=0 时 即 顶点 O 处 的 曲率 半径 R= 十 
L г K 
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É. мкв о 点 时 所 受 的 向 心力 为 S22 和 . 


因为 汽车 对 桥 面 的 压力 下 = 重力 一 向 心力 , 所 以 过 O 点 时 桥 面 所 受 压力 
s h Nu 


1. TDI CAT 

(22-2 Dy 

(3) y=ln(z+VI+a) (4) E 
» 

2. 求 下 列 曲 线 在 指定 点 的 曲率 . 

(1) КА у= з 在 点 (1，1) 处 ; 

(2) 抛物 线 y=4z - zz 的 顶点 处 ; 

G) MARZ- 2 = 1 在 点 (zo, yo 处. 

3. 求 下 列 曲线 在 给 定点 的 曲率 半径 

(1) у=з?, 点 (1, 1); 

(2) y=er, RO, D; 

(з) y= nz, 点 | 对, 1); 

(4) y=sintz 一 costz， 点 (0，- D. 

4. 求 曲线 y=Inx 上 曲率 半径 最 小 点 , 求 出 该 点 处 的 曲率 半径 ， 

5. 证 明 曲 线 y= ach 过 在 任何 点 处 的 曲率 半径 为 二 > 


6. ЖИЯНИ АНЕ у= 225. CI 3-32) E 
飞行， 在 原点 O 处 的 速度 为 V = 400m/s， 飞 行 员 体重 
бока, REBAR, FERE KR. Ba 
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第 四 章 不 定 积分 


在 前 三 章 中 , 讨论 了 一 元 函数 微分 学 . 自 本 章 开始 到 第 六 章 , 我 们 将 讨论 
一 元 函数 的 积分 . 一 元 函数 积分 学 中 有 两 个 基本 内 容 一 一 不 定 积分 与 定 积分 . 
本 章 先 讨论 不 定 积分 . 


第 一 节 ”原画 数 与 不 定 积分 


微分 学 中 讨论 的 基本 问题 是 : 已 知 函 数 f(z), 如 何 求 它 的 导数 或 微分 , 但 
在 实际 问题 中 ,常会 过 到 与 此 相反 的 问题 即 已 知 函数 的 导数 或 微分 ， 如 何 求 
它 原来 的 函数 . 例如 ,已 知 作 变速 直线 运动 的 质点 M 在 任 一 时 刻 : 的 瞬时 速度 
u= (1), 如 何 求 该 质点 M 的 运动 规律 ， 即 该 质点 M 在 数 轴 上 的 位 置 * 与 运 
动 的 时 间 : 的 函数 关系 : s= s (0); 又 如 ， 已 知 曲线 上 任 一 点 P(z，?) 处 的 切线 
斜率 为 ”= 矿 (z)， 如 何 求 此 曲线 的 方程 y= f Cr). 这 些 问题 在 数学 上 就 是 已 
知 函数 /(z)， 要 求 出 可 导 函 数 F(z)， 使 得 F'(z) = 7(z)， 这 就 是 本 章 要 讨论 
的 问题 , 为 此 ， 下 面 先 引入 原 函数 与 不 定 积分 的 概念 . 


一 、 原 函数 与 不 定 积分 的 概念 


1. 原 函数 的 概念 
定义 4.1 设 f(z) 是 定义 在 某 区 间 T 上 的 已 知 函 数 ， 如 果 存 在 可 导 函 数 
F(z), 使 得 对 任 一 zE1, 都 有 
Е'(х)= /(х)#Ё 4Е(х)= /(х)ат, 
则 称 函 数 F(z) 为 f(z) 在 区 间 工 上 的 一 个 原 函数 . 
例如 : 
因为 (sinz) = созт, 所 以 sinz 是 cosz 在 (- оо, + оо) Ef GREG 


因为 | 于 | = 2, 所 以 村 是 (o, + =) ЕЮШШ, 


因为 (arcsinz) = 
1) 上 的 原 函 数 . 

如 果 函 数 f(z) 在 区 间 工 上 的 原 函 数 存 在 ,那么 它 有 多 少 个 原 函数 ? 

从 上 面 已 经 看 到 ，sinz 是 созт 在 (一 o, + o ) 上 的 原 函数 ， 而 由 于 (sinz 


(-1<z<1)， 所 以 arcsinz 是 


T EFS 
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+1Y=esz, [нат 2) =cosz, (sinz- 2] =eosz, =, (sinz + CY =cosz 
(C 是 任意 常数 ) 等 都 是 cosz 在 ( - оо, + оо) БЕЙ, 即 在 (- о, + о) E 
созт 的 原 函数 可 有 无 限 多 个 - 
一 般 地 ,如 果 函 数 F(z) 是 f(z) 在 某 区 间 工 上 的 一 个 原 函数 , 则 对 于 任意 
常数 C， 都 有 
[F(z)+C] = f(z), 
由 于 常数 C 的 任意 性 ， 从 而 可 知 ,如 果 函 数 f(z) 在 某 区 间 1 上 存在 原 函 数 ， 
则 它 的 原 函 数 可 有 无 限 多 个 . < 
那么 f(z) 在 某 区间 1 上 的 任意 两 个 不 同 的 原 函数 之 间 有 什么 关系 呢 ? 
下 面 给 出 一 个 定理 . 
定理 4.1 设 函 数 @(z) 和 F(z) 是 J(z) 在 某 区间 [上 的 任意 两 个 原 函 
Ж, 则 它们 的 差 (2) - F(z) 在 该 区 间 1 上 是 一 个 常数 . 
证 因为 对 于 任 一 EI, 都 有 
9G) = f(z), FG)» f(a), 
所 以 
[@(z)- F(z)] =@'(z) - F'(z)= f(z) - f(z)=0, 
由 于 导数 便 为 零 的 函数 必 为 常数 ， 故 得 
@(z)- F(z)= C, 
即 有 @(z)=F(z)+C (G€D, 
其 中 C 是 某 个 常数 . 
由 此 可 知 , ШЖ F(z) 是 f(z) 在 区 间 工 上 的 一 个 原 函数 ， 则 
F(z)+C (C 为 任意 常数 )， 
就 是 /(z) 在 区 间 1 上 的 所 有 原 函 数 的 一 般 表达 式 . 
下 面 再 来 引进 不 定 积分 的 概念 . 
2. 不 定 积分 的 概念 
定义 4.2 F(z) 是 7(z) 在 区 间 工 上 的 一 个 原 函数 , 那么 f(z) 在 区 间 工 上 
的 所 有 原 函 数 
F(z)*tC (C 为 任意 常数 )， 


称 为 /(z) 在 区 间 1 上 的 不 定 积分 , 记 作 |/(z)dz, m 
[renis = FG) + C. (4.1) 


Jub, f(z) 称 为 被 积 函数 ; fj(z)dz 称 为 被 积 表达 式 ; z 称 为 积分 变量 ; 符号 | 
称 为 积分 号 ,任意 常数 C 也 称 为 积分 常数 . 
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由 此 可 见 ， 求 不 定 积分 | Code, REREPEN (z) EK 1 EHR 
一 个 原画 数 F(z)， 然 后 再 加 上 一 个 任意 常数 C 即 可 . 

例 4.1 求 | =xdz. 

ж BAE) = =, 所 以 于 是 z 的 一 个 原 函数 . 于 是 
[ёа = +c ccs. 
例 4.2 求 


у ' DI aresi 1 ын 
解 ”因为 (arcsinz) = A Bibl мой 是 用 二 的 个 原 函 数 . 
于 是 


例 4.3 Жзеўтат. 
Ñ ”因为 (tunr) = sez, ВШ tanz 是 sez 的 一 个 原 函 数 , 于 是 
р = tanz + С. 


今后 为 了 方便 起 见 ， 不 定 积分 也 简称 为 积分 ， 求 不 定 积分 的 运算 称 为 积分 
Ж. 

3. 原 函 数 与 不 定 积分 的 几何 意义 

设 F(z) Ж f(z) 的 一 个 原 函数 , RE y = F(z) 在 几何 上 表示 хОу 平面 上 
的 一 条 曲线 , 这 条 曲线 称 为 f(z) 的 积分 曲线 . 而 


y= [reae = FG) + C, 


当 C 取 不 同 值 时 ,就 得 到 不 同 的 积分 曲线 , CNT y 
看 作 是 由 曲线 y = Р(х) H y 轴 平 行 移动 距离 为 
IC | 而 得 到 的 一 族 曲 线 ， 称 此 族 曲线 为 f(z) HR 
分 曲线 族 . 这 族 积分 曲线 具有 这 样 的 特点 : EME 
标 x 相同 的 点 处 ， 曲 线 的 切线 都 是 平行 的 ， 且 切线 
的 斜率 都 等 于 f(z)， 而 它们 的 纵 坐标 只 差 一 个 党 
ж. 图 4-1 

例 4.4 已 知 某 曲 线 过 点 (0, 1), 且 曲 线 上 任 一 点 处 的 切线 斜率 等 于 该 点 
的 模 坐 标 , 求 此 曲线 方程 . 

# ”由 题 意 可 知 ,曲线 上 任 一 点 (z，y) 处 的 斜率 为 
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“= =, BUTS 是 的 一 个 原画 数 . 于 是 


2 
у= |4 = 5 + c, 


m у= 2+0, 

HEC 为 任意 常数 ， 它 的 图 形 是 一 族 抛物 线 ,如 图 4-2 

BUR. 要 从 这 一 族 曲 线 中 找 出 过 (0, 1) 的 那 一 条 , 只 要 

将 z = 0, y = 1 代入 式 (4.2), 得 
1=0+C,C=1. 

于 是 得 到 所 求 的 曲线 方程 为 


E 


у= 5+1. 


二 、 基 本 积分 表 

由 前 面 所 讨论 的 原画 数 与 不 定 积分 的 概念， 可 以 看 到 积分 法 是 微分 法 的 过 
运算 . 利用 求 导 的 公式 , 就 可 以 得 到 相应 的 积分 公式 

Bas жгаг(и=-1). 

WO BG" = (2 + DZ, 
所 以 

E 
(E = =. 

жө ^^ 是 z Н, 因此 


" 
ZT +C, (09-1). 


+1 


[еа = 


例 4.6 Rfsinzaz. 
# ”因为 (- cosr) = sinz, 所 以 - cosz 是 sinz 的 一 个 原 函数 ， 故 得 
[snzàz =- оз + C, 
类 似 地 有 


[езде = sinz + c. 


例 4.7 Ж[шат(а>0, aD. 
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解 ” 因 为 (ar) = arlna, 所 以 
3 


RRM а 的 一 个 原画 数 ,因此 


[ea = +c. 
na 

例 4.8 Rf Laz. 

ж HF: 

当 z > 0 时 ， (inlz1) = (Inz) = L, 

当 z <0 时 , (lz) = (nm(-z)) = cC D = 二. 所 以 当天 0 
时 ,In|z | 是 士 的 一 个 原 函数 ， 故 得 

:az = mlzl+ c. 


用 类 似 的 方法 还 可 以 得 到 其 他 一 些 积分 公式 . 下 面 我 们 把 一 些 基 本 的 积分 
公式 列 成 一 个 表 , 这 个 表 通常 称 为 基本 积分 表 . 


(1) |kdz = kz + C (k 为 常数 ); 
(2) (ах = "GE C (a ЖН и 4-1; 


(3) [ Laz = nlzl+ ci 
z 


(4) | Li = aretanz + C; 
9 | AES = азе + Cı 


(6) |coszdz = sinz + C; 
(7) |sinzdz =- созт + C; 


(в) | -GS = [ае = tanz + С; 
p 


O) |E = eerdr =- cu + C; 
але 


(10) |seeztanzdz = secz + Ci 


OD feoszcotzdz =- ест + Ci 
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(2) fe = dz = e +С; 


аз) araz = Ê + C (a WEM, a >0, На #1). 
Ë WMEDPEKRPAALATRARDHRE, GARE A. 
下 面 先 应 用 等 函数 的 积分 公式 (2)， 举 几 个 求解 不 定 积分 的 例子 . 
例 4.9 ж|х®йт. 
# ШАЖО) 得 = 9, 

[ze = پلوچ‎ + c = EC. 
例 4.10 R| az. 


# duri -i 由 公式 (2) 得 


бе ОКТ ' E cll "e 38 
[dac = ye + e раан c0--uhec. 


例 4.11 жјә Vzdz. 


ja 
解 Јола = IE -= 子 -一 t+c- Zi. e 
2+1 

从 上 面 例子 可 以 看 到 ， 有 时 被 积 函数 实际 上 是 每 函数 ， 但 常用 分 式 或 根 式 
表示 . 遇 到 这 类 情形 ,应 首先 把 它 化 为 z 的 形式 , 然后 再 应 用 竺 函数 的 积分 公 
式 (2) 来 求 出 不 定 积分 . 

三 、 不 定 积分 的 性 质 

根据 不 定 积分 的 定义 及 求 导 运算 法 则 ， 可 以 得 到 不 定 积分 的 下 列 性 质 (这 
里 假定 出 现 的 不 定 积分 均 存在 ). 

性 质 4.1 ”微分 运算 与 积分 运算 是 互 为 道 运算 . 


(1) Bs [Gods f(z) 的 任意 一 个 原画 数 ， 所 以 

Ыл] reo 或 [faoa] дәй. (з) 
(2) 因为 F(z) 是 F“ (z) 的 原 函数 ， 所 以 

[ree = roc 或 JaF(z)=F(z)+C. (0 


此 性 质 表明 : 当 积分 运算 记号 | 与 微分 运算 记号 4 连 在 一 起 时 ， 或 者 相互 抵 
їн, 或 者 抵消 后 只 差 一 个 常数 . 可 以 用 “ 先 积 后 微 ,形式 不 变 ; MAR, BF 
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常数 " 这 句 口诀 来 帮助 记忆 . 
特别 地 ， 当 被 积 函数 f(z) = 1 时 , 有 
[e= z+ c. 
性 质 4.2 被 积 函数 中 不 为 零 的 常数 乘积 因子 可 以 提 到 积分 号 外 , 即 
raa - Н (E 是 常数 , F #0). 
性 质 4.3 ”两 个 函数 的 和 ( 差 ) 的 不 定 积分 等 于 两 个 函数 的 不 定 积分 的 和 
(38), 即 
ftc = лаве = [Gaz + [ледве 
性 质 4.2 和 4.3 的 证 明 从 略 ， 
性 质 4.3 对 于 被 积 函数 为 有 限 个 函数 的 和 ( 差 ) 的 情形 也 是 成 立 的 ， 即 
fte + £ Gaz = Гасан $e [ood 
这 里 ，n 是 有 限 的 正 整数 


利用 不 定 积分 的 性 质 及 基本 积分 表 ,将 被 积 函数 作 适当 的 代数 或 三 角 恒 等 
变形 ， 就 可 求 一 些 简单 函数 的 不 定 积分 ， 


例 4.12 жое - 3sinz + 5Vz)dz. 
Wb [Oe -3snz +5VE)dr = [2erdz - [3sinzdz + |S Vzaz 


= 2feraz - 3fsinzdz + sfzžaz 
la 
= 2e -3(- eer) + $E — + C 
iu 
= 2e* + Зоог + r Jz + C. 
Ж (1) 在 分 项 积分 后 ， 虽 然 中 间 的 几 个 不 定 积分 者 分 别 含有 任意 常数 ， 
但 由 于 任意 常数 的 代数 和 仍 是 任意 常数 ， 因 此 ， 只 要 在 最 后 总 的 加 上 一 个 常数 
345; 
(2) 如 果 检 验 积分 计算 是 否 正确 ， 只 要 把 积分 结果 求 导 ， 看 它 是 否 等 于 被 
жай, Ф, ADLER, ER, ERKE. 
例如 ,就 例 4.12 的 计算 结果 看 , 由 于 


2e + 3cosz + е Jz + C] = 2e — 3sinz + 2x 2 /т 
= 2€ — 3sinz + Sz, 
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它 恰好 等 于 原 积分 的 被 积 函数 ， 所 以 上 面 的 计算 结果 是 正确 的 . 


例 4.15 求 |2rermdz. 
# HPZ = 2rere = e(2e)*, 


y — 2 20 25e 
U, Jenae = [anser = elt + c = PEZ c. 


914.16 求 | тае. 

W ” 先 将 被 积 函数 变形 后 ,得 

= 67 = (xz:- D(z+D)+1 
+1 =+1 2+1 ауу. 


TR 


Гече = |) 2-1 + لچ‎ - faae - fas e f sae 
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注 “将 有 理 假 分 式 作 代数 的 变形 时 ， 在 分 子 上 用 "加 1 减 1" 的 方法 是 常用 


例 4.17 求 |amzdz. 

解 ” 先 利用 三 角 恒等式 : tarz = sez - 1, 于 是 

[шй = [Gee - Daz = [setis - [ат = tanz = z + C. 

例 4.18 EIE jd. 

Wo йог 21z, 得 

je? ar = ота, = [a + зш) = } far + fers 
1 


= T+ dsinr + C. 


例 4.19 Rf gre. 
解 ”利用 三 角 恒等式 : sin'z + сог = 1, 得 
Í ld = | ig tetza, = f(b- + 1-)az 


sin! совт sin'zcos!z sinz 


«[-1- m —. Š 
= [去 = +] ddr unz - иш + C. 


习题 4-1 
1. (D Јо «2025 о) fa - хаг: 
yi. cz - эн. 
oja Zdr; Q [S Sar, 
o ааа, [I 
[vl [reas (8) [Has 
codz, 2- 
ao |) - |. 


2. 已 知 曲线 上 每 一 点 切线 的 斜率 都 是 = - 1(z € R)， 且 该 曲线 过 点 
lı. 下 ， 求 此 曲线 方程. 


3. 若 曲线 = f(z) EAC, y) 的 切线 斜率 与 zx? 成 正比 , 上 且 曲线 过 点 (1， 
6) 与 (2，- 9), 求 此 曲线 方程 . 
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第 二 节 o 换 元 积分 法 


在 上 一 节 中 , 我 们 直接 利用 基本 积分 表 中 的 公式 和 不 定 积分 的 性 质 ， 计 算 
了 一 些 简单 的 不 定 积分 . 但 是 仅 车 这 些 能 够 计算 的 不 定 积分 是 非常 有 限 的 . 因 
Ж, 我 们 必须 进一步 研究 不 定 积分 的 计算 方法 - 
本 节 先 介绍 求 不 定 积分 的 换 元 积分 法 . 利用 换 元 法 ， 可 以 通过 适当 的 变量 
代 换 ， 把 某 些 不 定 积分 化 为 基本 积分 表 中 所 列 积分 的 形式 ， 从 而 可 以 求 出 不 定 
积分 . 
换 元 积分 法 通常 分 为 两 类 ， 下 面 先 讲 第 一 类 . 
一 、 第 一 类 换 元 积分 法 
我 们 先 分 析 一 个 例子 ， 
91220. Rfeos2zdz. 
分 析 。 如 果 直接 由 基本 积分 表 中 公式 (6): coszdz = sinz + C, 得 到 
[окат = sinzz + С. 
那么 ， 不 难 验 证 它 是 错误 的 . 因为 (sin2z)”= 2cos2z s сот, ВШ 
[eo az > sinzz + c. 


解 ” 由 于 cos2z 是 复合 函数 , 设 = 22, M du = 2dr, dz = Тал), 


那么 
LEES 


jerdz = 1 |eo2zd(27) Зиа 
DEO Laia CHE laore c. 
9l 4.20 中 所 采用 的 变量 代 换 方法 ， 就 是 第 一 类 换 元 法 . 下 面 我 们 来 对 第 一 
类 换 元 法 作 一 般 性 的 讨论 . 
3242 Ши) 具有 原 函 数 F(z)，v = eG 可 导 , 则 F(p(z)) 
Ж f(e(z)) g Go) 的 原 函数 ,并 有 换 元 积分 公式 : 


[Aog (rar S [pas = FG + C 
全 Da Frp(z)] +С. (4.5) 


证 因为 F(w) 是 f(w) 的 原 函 数 , u = ф(х) IF, 而 F(p(z)) 可 以 看 
成 是 由 函数 F(u) Жи = р(х) 复合 而 成 , 故 由 复合 函数 的 求 导 法 则 得 
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(F(e(z))) = F'(u)g (=) = flu)g (х) = fCe(z)) e). 
ИШ F(p(z)) Ж f(p(z))p (z) HREN, 并 有 


Јр) laiz = Fez) + С. 


式 (4.5) 中 的 另 两 个 等 式 | r(v)dx = Flu) + C = F(g(z)) + C 显然 成 


立 , 这 就 证 明了 定理 4.2. 

公式 (4.5) 称 为 不 定 积分 的 第 一 类 换 元 积分 公式 . 它 的 作用 在 于 : 当 所 求 
不 定 积分 的 被 积 函 数 以 复合 函数 形式 出 现时 ， 如 能 把 被 积 表达 式 变形 为 
7(9(z))9'(z) 的 形式 , 而 把 pg'(z)dz 次 成 微分 dp(z)， 则 通过 作 变 量 代 换 


u = pla), 可 把 |j(p(z))p(z)dz 化 为 [f(g(z))ap(z) = [fCu)du. 只 要 
Јесаи 容易 积 出 ,或 可 以 直接 由 基本 积分 公式 (把 公式 中 的 积分 变量 + HR 
u) 求 得 ,那么 在 求 得 的 结果 

[fenis = FG) + C 


中 , 再 以 u = р(х) 代 回 还 原 到 原 积分 变量 zx， 便 可 得 到 所 求 原 不 定 积分 的 结 
Ж. 这 种 积分 法 的 关键 是 把 被 积 函数 中 的 某 一 部 分 与 dz 次 微分 ,使 被 积 表达 式 
变 成 /(g(z))d(pg(z)) 的 形式 ,从 而 可 以 找 出 所 适 作 的 变量 代 换 ; u = у(х). 
因此 ， 第 一 类 换 元 法 也 称 为 次 微 分 法 . 


例 4.21 |  — 
neas 


解 因为 d(1+3z) = 34z, dz = (1 + 3z)， 所 以 可 设 变量 代 换 ， = 
1 + 3z， 便 得 


|== = ++ 34)1 32) 


АЖО) р 3 
2“ 


Фа=1+3= 


+C 
ESTER] тел +с. 
91 4.22 求 |(a + br)"dz(n 9-10). 


# ”因为 d(a + bz) = bdz, dz = Таа + bz), 所 以 可 设 变 量 代 换 : u 
= a + bz, 便 得 
dz(a + bz)"dz = ба saya + br) SEE Lf undu 
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RQ) 1 u"! 
bn+1 
+ be REI 


ааз 求 |z А-а. 
WO 因为 d4- 22) =-2zdz，, zdz =- Td(4 - z2)， 所 以 
[ла =- 二 |(4- «зуба - +). 
* u= 4-17, ga 
[к (4= az =- jin کف‎ ni +c 
Heseni 1 афс 
RS i Ла 22) «c. 
914.24 Rfze az. 
解 ”因为 dz = 2zdz, zdz = }dz?, 所 以 


+C 


1 I 
TO p sc. 


Гре = inn. 
Фи = 7, ER 
Грев = d [eos 5 a 


当 对 变量 代 换 比较 熟悉 以 后 ， RENNEHUSANAE, 甚至 把 所 设 的 
变量 代 换 u = р(х) 也 可 以 不 必 写 出 ,只 要 一 边 计 算 , 一边 在 心中 默 记 就 行 了 . 


例 4.25 xf 52. 


s [tas [i Ege 
: 


914.26 xf 


Ақа. 1 " 


=“ >0). 


yr r 


在 例 4.25 及 例 4.26 中 ,实际 上 都 用 了 变量 代 换 ; u = 三， 并 在 求 出 积分 
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Io 后 , 代 回 了 原来 的 积分 变量 ， 只 是 没有 具体 写 出 这 些 步 又 而 已 . 
2 
Bl 4.27 求 | E 


解 ”因为 d(VE) = dz, kar = 2d(Vz), 所 以 


Ух 4x 
= 2feFa(/z) = 26 + с. 


Iz 
91225 [nr CS 


# 因为 dl + Sinz) = 535, ÊZ = Таб + Sinz), 所 以 


0 + Sinz) _ 1 
Jam" 3] 1+ Sing = 51811 + Sinzl+ C. 


22-3 
914.29 Raz. 
R HN dlr? - 3z + 5) = (2z - 3)dz, 所 以 
22-3 j, ے‎ ] 2-3 +5( is 
| e عق‎ = nlz*-3z +51+ C. 


LINES 
ш ”因为 


M 1 2d (ажа) -(=- 
2 (=+а)(=-а) 2a (z*a)z-a) 


所 以 


Гаа = fiet | ri Ја) 


EE е ал] 


z-a z*a 


- Z. (Inlz -al-Inlz +al)+C 


z- 


x РАБ 


2а 


+C. 


类 似 地 可 得 


第 四 章 不 定 积 分 v 1. 


# BUS dGrcsin/ 32) = Tes 所 以 


да 
AE (arcsinV3z)， 


— 

Í Ass = ДЇ“ aif 
EE 

E mañay c: 


Nm 
下 面 再 举 一 些 有 关 三 角 函 数 积分 的 例子 . 在 计算 这 些 积分 时 ， 往 往 要 用 到 一 些 


AG. 
804.32. R|tanzdz. 


解 агае = | Szaz =- | LD = - nlcoszl+ c. 
类 似 地 可 得 


[ioris = mlsinrl+ c. 

14.33 Ж|зи?тат. 

解 [sozaz = fsin?zsinzdz =- (1 -cofz)d(cosz) 
= [соёха(совл) ~ [4(оозх) 

= lo - osz + C. 


例 4.34 K|sin'zcos zdz. 
LÀ 


Јасон zar = [anta (1 ~ sin?z)ooszdz 


= |(sinzz — sin*z)d(sinz) 


= amzd(sinr) - fsintzd(sinz) 


1 


š - 
sinz — ssinsr C. 


5 
例 4.35 E хат. 


解 [штат = [TO - ov2z)dz = faz - feos2zaz) 
= 二 |az -二 eracz) 


‚ш. ERSTES 


所 以 上 述 不 定 积分 又 可 表示 为 


[едж = mleer - cotz 1+ C. 


例 4.37 求 |seerdz. 


PEL 


[= + gale + 2) 


i| z + $) - (а) |+ c 


= In|secz + tanz | + C. 
从 上 面 所 列举 的 例子 中 可 以 看 到 ， 第 一 类 换 元 积分 法 在 求 不 定 积分 中 起 到 
了 非常 重要 的 作用 .要 能 准确 而 迅速 地 掌握 这 种 积分 方法 ， 关 键 是 要 热 悉 函 数 


微分 的 运算 及 其 变形 . 例如 ,dz = I +b), zdz = Taz2; coszdz = 
d(sinz), sinrdr =- d(cosz); EY 一 一 dz = d(arctanz), 


d(arcsinz) Ф. 此 外 , 通过 多 做 练习 才能 “ 熟 能 生 巧 ”， EPI RATRA 
的 方法 和 技巧 


二 、 第 二 类 换 元 积分 法 
第 一 类 换 元 积分 法 虽然 使 用 得 很 广泛 ,但 是 对 于 求 某 些 不 定 积分 , 例如 
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e ege ف‎ p. del 
[08-99 Pasa 1н 
等 就 不 一 定 能 适用 . 人 先 看 一 个 例子 . 
moss #1 TW d 
解 。 作 变量 代 换 ， 把 被 积 函 数 的 根 号 去 掉 . 令 Vz = t, 即 = = п. 于 是 


Tg = Tg 44 = 2de. 
从 而 
1 z = KEDE 
fie [zm De = = 1+2 


н +c 


ER /z+ /р]+ C. 


一 般 地 ,车 积 分 |/(z)dz 不 易 求 得 ,如 果 能 适当 地 选择 变量 代 换 ， z = 
(4), 把 原 积分 化 为 积分 |/( (4) (1)dt， 而 后 者 却 比较 容易 积 出 ,那么 最 
后 只 要 把 结果 中 的 上 作 变 量 回 代 ,， 即 以 函数 x = WO HRRK: = vo GR 
回 就 可 以 了 ,将 这 种 过 程 一 般 化 ,就 是 

[ii 0 LAD 25 


жант A 
Ty 2G) + C. 


综 上 所 述 ， 归 纳 为 下 面 的 定理 . 
定理 4.3 Hx = уп) 是 单调 可 微 的 函数 ， 且 v'G) s 0. X 
JI G))w' (RARER 0 (0), Rl o [71 (2) Ж f(z) HMRC ¢ = 
T(r) BE x = VG) 的 反 函数 )， 即 有 第 二 类 换 元 积分 公式 : 
[feas S239 [two coa = 6(D)+C 
{Фи = (r) HR 


20) + C 


e[v^(z)] + C. (4.6) 
证 令 F(z) = [v^ G2), 利用 复合 函数 求 导 法 则 及 反 函 教 的 求 导 公 
式 , 得 到 
аф dt 


FG) = 42 3E = (ОТУ ge = ДРО) = f(z), 
即 F(z) 是 f(z) HRRK. 于 是 有 
[fias = FG) + C = ety G91 + C. 
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EL 
就 证 


由 于 oC) 是 fL G)) v G) HREN, ¢ = 理 -!(z)， 因 此 式 (4.6) 中 的 
^s [rtwcolw Ude = eG) + C = ev C) + C 显然 成 立 , 这 
明了 定理 4.3. 

这 个 定理 表明 ， 对 于 积分 |/(z)4z， 通 过 变量 代 换 三 = w(O, 可 化 为 


[їй coa. 如 果 后 者 对 新 变量 的 积分 容易 积 出 ,那么 积分 后 再 把 г 换 


为 了 
(4.6 


= 更 (t) 的 反 函 数 w (n) RFT. 下 面 举例 说 明 第 二 类 换 元 积分 公式 
) 的 应 用 


ml 
814.39 um Yr 
WD oU/rti-u Niza) -1 dz = 3u?du, 于 是 


е р ولخا إو‎ 
fosse Е Т+и 

=3j -1)4 + 3f au 

=$ IGHI -3 Yz+l+3m(1+ Yz+ D +С. 


解 Yz = u, Mu = zs, dz = e 于 是 


[si yz rus, > {ге ead [= ТЕГШ 


ш? и 
=6[%-#+и-щ1+и)]+С 
=2/z-37z +6 Jz - 6 + fz) + C. 

例 4.41 x[ Ма? - rzdz. 
解 ”被 积 函数 中 有 根 式 / a7 - 


,为 了 化 去 这 个 根 式 , 我 们 可 以 利用 三 


角 恒等式 


sin + cot = 1 


来 达到 目的 . 


于 是 


设 z= asine| - ЖЕШ. 则 dz = acostdt, 


a! - 22 = Ја? -asint = Ja cot = acost. 
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[Лаа = [а‹омасом = a? одада 
2 
= S ja + coa: 
2 i 
= Efe haine) c 
( + sintcost) + C. 


由 于 z = asint, sint = £z, 所 以 


cost = J1- sinit 
因此 所 求 的 积分 为 


А : 
| Rae = 62 12 
2.3 


= 1 
= Gasing + ут a т? + С. 


2 2 


914.42 xf т=н“ >0). 
CET 


解 类似 于 上 例 ， 可 以 利用 三 角 恒等式 


1+ лап = sect 


来 化 去 根 式 . 
设 z = шшм[|- Z <+ < $), W dz = askar, 


Ма? + a? = a? + a tant = asect. 


TR 
d. sect 
J = | etar = fueras, 
利用 例 4.37 的 结果 , 便 得 P 
L 2 


| dz = [енг = In|see + tant l+ Cı, 


[3 


其 中 c 是 任意 常数 . 
为 了 把 sect 及 tanz 换 成 z 的 函数 , 可 根据 tant = 三 作 一 
个 辅助 的 直角 三 角形 (图 4-3), 按 边 角 关系 可 得 
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sect — z ra 
я 
因此 
í = 
Г је EEE] es ы, rale 


其 中 C = C, = dna 仍 是 任意 常数 . 
„=й... 
例 4.43 ж] mia 20). 


解 ”为 了 消去 被 积 本 数 中 的 根 式 , 可 设 z = aser [o < +< $), 


m = asecttantdt, 于 是 


-f ant gy = | asstunta, 
J 2а 7) ممل‎ - atant 


= [secede = Inl sect + tant |+ С. 


为 了 把 sect 及 tant 换 成 z 的 函数 ， 可 根据 sect = Z 
辅助 直角 三 角形 (图 4-4) 得 到 


tant = a 
因此 
[its je al. e 


= lnlz + /хтї—а%|+ c, 
其 中 C = C, - Ina 仍 是 任意 常数 . 
上 面 3 个 例子 中 所 用 的 方法 称 为 三 角 函数 代 换 法 (简称 三 : 
一 般 地 ， 如 果 被 积 函数 中 含有 Vaz = z?， 可 以 作 代 换 x 
= asint 化 去 根 式 ; 如 果 被 积 函 数 中 含有 Vzz + a, 可 以 作 
RB = = atant 化 去 根 式 ; 如 果 被 积 函数 中 含有 V zz - a, 
可 以 作 代 换 z = asect 化 去 根 式 . 具体 解 题 时 要 分 析 被 积 函数 
的 具体 情况 ,有 时 可 以 选取 更 为 简捷 的 代 换 . 
1 
914.44 *[—— 


dz (z » 0). 


AR). 


2З, 
б 


Bas 


解法 一 令 z = tant, Jl dr = вес, /1+ z? = sect. 于 是 


II à T = Гаа 


` ket “不定 部分 uam 


, | csctdt 7dnleet - сог | + C. 
dd. = unc, ЕВА 4-5), TA 
ET 3 
= 


cott = 1, eset = 
z 


VERE m ( ( 
| ۸ا = وچ‎ EFIT E+C. 
= 1+7 z 1+ /1+ 22 
Ë “由 于 题 设 中 工 > 0, R /l+ 三- 1 > 0, 故 在 上 述 结果 中 的 "ln" 后面 
可 以 去 摔 绝 对 值 号 . 


解法 二 令 = Û, lûr = 9, КАКВИ 


=- | gpt =- (+ 1+)+C 

m 
1+ л+2 z 

a-h +c = pn 一 一 -一 +С. 
^ TIE 


*Jl+ zi =t, JU1 + x = ë, zdz = tdt. 于 是 


c 1 Ба 1 
sz nem fadi vid 


дра. 6 
2 /ц+х?ї+1 


三 、 基 本 积分 表 的 扩充 


在 本 节 所 举 的 例 中 ， 有 几 个 积分 是 我 们 以 后 经 常会 遇 到 的 ， 所 以 它们 通常 
也 被 当 作 公式 使 用 . 这 样 在 4.1 的 基本 积分 表 中 的 公式 又 可 以 扩充 下 面 几 个 : 


(14) Jianzdz =- Inleosz |+ C; 
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(15) | ootzdz =- Inlsinz |+ С; 


(16) |seczdz =- Inlsecz + tanz | + С; 
(17) [esezdz =- Inlesez + cotz | + Cs 
dz 1 


z 
MA 


۽ + ۾ 


+C; 


a2*zl.c, 


a-z 


(22) |- = ila + r a) + Ci 


Ja? + а? 
= hlz + Jz? ак С. 
dz 
22-42 +8 


解 ”将 分 母 中 z 的 二 次 项 与 一 次 项 配 成 完全 平方 , 得 
22-41 +8 = (х®-4т +4) + 4 = (z -2) +2. 


于 是 
[2 —d(z -2( _ 
zi-ár48 ل‎ )z -2(* +2 


利用 公式 (18)， 便 得 
dz 


4z+8 


u.c 
解 ”与 上 题 类 似 , 配方 得 
zz+4r+2= (z2 + 4+ + 4( - 2 = (т 42) - 2), 
TR 


Í й dz +2) 
2+42+2 ل‎ (z+2) ~ Ya) 


利用 公式 (19), 便 得 


Í dz 1. |z=+2=2]|, c 
2+4+2 2/2 2424/2 ç; 


3-22-12 = 4- (a) +2r +1) = 22 - (= & 1, 
利用 公式 (21), 得 


=| =j (= +1) 
/3- == TUR 4X -Gr1* 
= asin Zl. C. 
例 4.48 Ж 
* i 
dr 1[. dz) 
" Г CE! 2 Gzy + 2 TEYE 


利用 公式 (22), 得 
= = Tin(3r + r+) + с. 


/9z* «4 


LE ———— g[ —— ` SEE 
般 地 ,对 于 | 55 = [ — == о) 型 的 积分 , 可 将 分 
母 中 的 二 次 三 项 式 配方 , 把 积分 化 成 积分 表 中 已 有 的 积分 形式 
3842 
1. 利用 痰 微分 法 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 . 
йн ES сее 
(CD [ааг о |а 
[DIE (9) feaz; 
o ве: (6) [uns - Saz: 
о | ,س‎ e [2-а 
М? +3 ttr 
zdz, EV 
ө) 585 ao Ја 
ар fazeàzs (12) [ersineraz; 
a | “д, aa | tiza, 


1 
snt 
as | 


dz; ав | as, 
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H 


72-42; 


anf 


E 


a9) Jio? 


ор] [ке а; 


А 
ав | а: 


— A 
| еа 


в» | a Q9 аг: 
Оз) [штат ов) [ds 
e» [d ов) | зіла, 
(9) [ao зо) [2582-4 


2. 利用 第 二 类 换 元 积分 法 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 . 
,جف‎ 
o [iz 


一 dz —, 
э [zai zs 


(a >0); 


H 
о [i-e 


و و ی 
Шрек‏ 
一‏ 
o‏ 
dz‏ 
ozi‏ 
ao | Ear;‏ 


dr 
(12 | ,کے‎ 
Í М2 +22 +2 


бх +7 


第 三 节 


ao [zs +7= + 1925 


分 部 积分 法 


上 节 介 绍 的 换 元 积分 法 是 在 复合 函数 求 导 公式 的 基础 上 得 到 的 . 虽然 它 是 
一 种 应 用 范围 很 广 的 积分 方法 ， 但 是 当 被 积 函数 是 两 个 不 同类 型 函数 的 乘积 


时 , 例如 
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“Течгде, [=erdr, [zarctanzdz 
等 , 换 元 积分 法 就 不 一 定 有 效 . 在 本 节 中 , 我们 将 利用 两 个 函数 乘积 的 微分 公 
R, 推 得 另 一 种 求 积 分 的 基本 方法 一 一 分 部 积分 法 . 
HKM u = ulz) Kv = v(z) 具有 连续 导数 , 由 于 
d(uv) = vdu + udv, 
所 以 udv = d(uv) – udu, 
于 是 


[udo = uv = foin. (4.7) 
公式 (4.7) 称 为 分 部 积分 公式 . 
这 个 公式 的 作用 在 于 : 如 果 让 端的 积分 “do 不 易 求 得 ， 而 右 端的 积分 
[viu 比较 容易 求 得 ,那么 利用 这 个 公式 就 可 以 起 到 化 难为 易 的 作用 


一 般 地 说 ,选取 u 和 dv 的 原则 如 下 : 
(1) dv 要 容易 次 成 ; 


(2) [vau sti [uv FIRE. 

例 4.49 Rfzcoszaz. 

解 [ze0szdz = [zdsinz = zsinz = [sinzdz = zsinz + cosz + C. 

Maso жег. 

解 rerdz = fader - [ezdz = «еб -2|zerdz. 

这 里 | =erdz 比 | =zerdz 容易 求 积分 ， 因 为 被 积 函数 中 的 短 次 前 者 比 后 者 
降低 了 一 次 . 对 | =erdz 再 使 用 一 次 分 部 积分 法 ; 

festis = [à = ze -edz те = e + C 
所 以 
[еа = =e -2fzerdz = ze — 2(ze* = e°) + C 
= e(z? -2z +2)+C. 

例 4.51 жоон. 

解 |zsinzdz =- [тояк =- тоот + sinz + C”, 
所 以 
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[^к = хна -2(- zoosz + sinz) + C 
= rzsinz + 2(zcosz — sinz) + C. 
从 上 面 的 几 个 例子 可 以 看 出 ， 如 果 被 积 函数 是 等 函数 与 正 ( 余 ) 弦 函 数 或 指 
数 函数 的 乘积 , 那么 ,就 可 以 考虑 使 用 分 部 积分 法 , HREAN u. 这 样 通过 
使 用 一 次 分 部 积分 法 ， 就 可 以 使 等 函数 的 每 次 降低 一 次 . 
例 4.52 Жагат. 
WP [гат = Y[6za = ene - [s lal 
= {ше - zar 
= eine -二 + C. 
014.53 oR|arcsinzdz. 
WP {фи = arcsinr, dv = dz, WÍ 
" - " mm — 
Jaresinzdz = zarcsinz - f 7% 


a 
= zarcsinz + d - z2) 240 - z) 


š 
= zarcsinz + (1-4%)9+С 
= zarcsinz + /1 — z + C. 
例 4.54 Жаанга. 


x 1 ا‎ 
解 Гече = Јола? = Zarccotr + + mE 

zai ATG 22) 

- zaareeotz+ 1 | тү dz 

= 21.2 3 - а) 

= ааа + |1 mer 


= 于 rzarccotz + 102 - arctanz) + С. 


LIEN 
LESE 
z 
= zz 2а. 


对 积分 |Inzdz 再 用 一 次 分 部 积分 法 
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[шейт = zinz - |z 98 = tme - fan = zar - z + Os, 
所 以 
izar = zl?z = 2(zlnz -7) + C = zh?z -2z(Inz ~1) + C. 


从 上 面 的 几 个 例子 可 以 看 出 ， 如 果 被 积 函数 是 等 函数 与 对 数 函数 或 反 三 角 函 
数 的 乘积 , 那么 ， 也 可 以 考虑 用 分 部 积分 法 ， 并 设 对 数 函数 或 反 三 角 函 数 为 w. 


例 4.56 Rje <sinrdz. 
LECT 
= -eeosr ~ [eseoszdz. 
等 式 右 端的 积分 与 左 端的 积分 是 同一 类 型 对 右 端的 积分 再 用 一 次 分 部 积分 法 
fe coszdz = [erasnz = ersinz + esinzdz, 

所 以 

fe sinzdz =- тоова = ersinz = [esinzdz 

=- е “(созт + sinz) — I 


由 于 上 式 右 端 保留 的 积分 项 就 是 所 求 的 积分 |e*sinzdz， 把 它 移 到 等 式 左 
端 合 并 后 ， 再 两 端 同 除 以 2， 最 后 总 的 加 上 一 个 任意 常数 C， 便 得 所 求 的 积分 为 


站 snzdz =- Te z(esz + sinz) + C. 
例 4.57 жЖ[кхаг. 
WO [жогал = fseczdtanz = sectanz = fsecztar? zdz 
= secztanz = |seex(secz - 1)dz 
= secztanz = fse zdz + fseczdz. 
由 于 [seerdz = Inlsecz + tanzl+ C", 
所 以 
jezdz = secztanz + Inlsecz + tanz | - [е?гйг. 
仿照 上 例 方法 , 移 项 合并 并 除 以 2, 得 


Готе = TCsecrtanz + Inlsecz + tanz |) + C. 


` 
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从 上 面 的 例子 可 以 看 到 ， 有 些 不 定 积分 经 过 分 部 积分 后 ， 虽 然 未 能 求 出 该 
积分 , 但 又 出 现 了 与 所 求 积分 具有 相同 形式 的 项 . 这 时 可 以 从 等 式 中 像 解 代数 
方程 那样 ， 解 出 所 求 的 积分 来 . 


例 4.58 求 |(3z? - Dinzdz. 
解 [22 - Dinrdz = ааба? = z) = GP = z)iaz = [ee 
= (2? - z)lnz - f(x? Daz 
= کی‎ - a)r- E ez C. 
在 求 积分 的 过 程 中 , 往往 要 兼用 换 元 法 与 分 部 积分 法 ， 下 面 看 一 个 例子 . 
LEE 
[EST TE PEE 
Ја = sfear. 
再 用 分 部 积分 法 ， 由 例 4.50 可 知 
[пеш = ee-2t+2+c'， 
所 以 
[eas = afreta = 3e? - 2¢ +2) + C 
= 3r -2 Yz +2) +C. 
91 4.60 Rf Eua. 


解 ”由 于 被 积 函数 是 三 个 函数 的 乘积 : zarctanz 


表达 式 要 连续 两 次 次 微分 ， he vy 


жатсіарх a Arctanz ， 2 
аа + 
[re 1+2? «i| finas des 2 


= Jarctanzd /1+ 2 

= 1 + Zaretanz ~ | /Л + zidarctanz 
z 

= 1 + zaarcmnz -| 


1 
PE 
341t2* 
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= JTF zartanz - in| + JTF |+ C. 
例 4.61 x totas. 
= 
WO ” 先 用 次 微分 法 ,再 用 分 部 积分 法 
| = 2fin(1 + za Jz 
z 
= 2 /zln(1 + z) -2| din + 2) 
= 2 /zln(1 + z) - 2 а. 
求 不 定 积分 | Z az, 用 第 二 换 元 法 . 令 = t, Ma = P, dz =й, 
于 是 有 
2 суг 
геге = [гуле ef iun 
= 202 ~ arctant) + C = 20/2 - arctan Jz) + C 


所 以 
| uma, = 2 /zln(1 + z) - A(/z - arctan Jz) + C. 


E 43 

1. R TERRIER BU. 
(D fæsinzdz; (2) finzdz; 
O) [[1 + nz) edz; ( [юе + /т + Daz; 
(5) zaretanzdz; (в) [G? - sz + 7)sos2rdzi 
о) fdz; (з) [sn(inz)dz; 

2 1 nz gy; 
(9) [еол ао) (Peas; 

Insinz , . COST yg. 
ap [seras ; ао) азаа, 
аз) [ пеи (з) fes аг: 


a» [© 
E 
2. BA f(z) H~ T IIBICS STE, зед 
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af (Daz = от -E + С. 


第 四 节 。 有 理 函 数 及 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 法 


前 面 介 绍 的 换 元 法 与 分 部 积分 法 是 求 不 定 积分 的 基本 方法 . 灵活 运用 这 些 
方法 ， 可 以 求 得 许多 初等 函数 的 不 定 积分 . 本 节 我 们 将 讨论 某 些 特殊 类 型 的 函 
数 的 不 定 积分 的 求法 . 


一 、 有 理 函数 积分 法 


1. 把 有 理 真 分 式 化 为 部 分 分 式 之 和 
由 两 个 多 项 式 的 商 表示 的 函数 ， 即 形 如 
Р(х) _ ао" + аул" + + ag-ız +a (4.8) 
Q(z) boz” + by" e + ох + bw : 
的 函数 ， 称 为 有 理 函数 或 有 理 分 式 ,其 中 m fü n BEEREK ao, а az 
s, an Ebo, bı, ba, rn. b, 都 是 实数 ， 且 ao 3 0, bo Z 0. 例如 
3252 — 1 _ Г тр „Ма 
2+1 zz+3r+2 zz+z+l х/-1 
TUE яа. 在 今后 的 讨论 中 ， Su iHa АР, eet 
于 Р(х) SAE Q(x) ZEHRA ARR, Fir By SC ROS BER s, 当 
有 理 分 式 (4.8) 的 分 子 多 项 式 的 次 数 п 低 于 其 分 母 多 项 式 的 次 数 m， 即 n < m 
时 ， 称 该 有 理 分 式 是 真 分 式 ; 反之 ， 当 n >> m 时 ， 称 该 有 理 分 式 为 假 分 式 . M 
如 ， 上 面 列举 的 四 个 分 式 中 ,前 两 个 是 真 分 式 , 后 两 个 是 假 分 式 ， 
任何 一 个 假 分 式 , 总 可 以 用 多 项 式 的 除法 ,把 它 化 成 一 个 多 项 式 与 一 个 真 
分 式 之 和 . 例如 ， 上 面 的 后 两 个 候 分 式 可 以 写成 
2? 41 
а%+х+1 


& - 
2. dus 1 
2 
та 
多 项 式 的 积分 已 经 会 求 ， 于 是 只 需 讨论 真 分 式 的 积分 法 . 
由 代数 学 知道 ， 一 个 真 分 式 总 可 以 按 分 母 的 因 式 ， 分 解 成 若干 个 简单 分 式 


之 代数 和 ， 其 中 每 个 简单 分 式 称 为 部 分 分 式 - 


把 一 个 有 理 真 分 式 吕 (分 解 成 部 分 分 式 之 和 时 ， 可 按 下 列 法 风 来 确定 它 
BER. 
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а) 如 果 Q(z) 的 分 解 式 中 含有 单 重 一 次 因 式 = = а, WEE HARA 
中 将 含有 形 如 


A 


x 


的 项 ,其 中 A 是 待定 的 系数 

(2) 如 果 Q(z) 的 分 解 式 中 含有 A (k > D 重 一 次 因 式 (z а), WEE 
的 分 解 式 中 将 含有 下 列 形式 的 k 个 项 的 和 

A Аз А, 
т-а а-а) 

其 中 Ai Аз, cs А, 都 是 待定 的 常数 . 

(3) 如 果 Q(z) 的 分 解 式 中 含有 单 重 二 次 质 因 式 zz + pr + q( P? - 49 < 
0), NEC 的 分 解 式 中 将 含有 一 个 形 如 

Mz + N 
2 + pr + q 

的 项 ,其 中 M 与 N 是 待定 的 常数 

(4) 如 果 Q(z) 的 分 解 式 中 含有 1 (1 > D 重 二 次 质 因 式 (z?+ pz + q)(p* 


一 4g < 0), MELE) 的 分 解 式 中 将 含有 下 列 形式 的 4 个 项 的 和 
Mz + № Муғ + М; Міх + № 
2 + preq (22+ pr +q)? T t G+ pr + о)? 
其 中 Mi, Nu Ма, М, =, Mis N, 都 是 待定 的 常数 . 
例 4.62 HIIR 与 9z = 14 分 解 成 部 分 分 式 之 和 . 
2 -2 -4r+4 
# 因为 分 母 Q(z) = z! 2" - 4z +4 = (z - 1)(z -2)(z +2), IE 
фа 1, z -2, z +2 都 是 单 重 的 一 次 因 式 , 故 按 上 述 法 则 ， 所 给 的 真 分 式 可 
以 分 解 成 下 列 形式 的 部 分 分 式 之 和 : 

222 *9:-14 _ 22? + 9z -14 EAT CHER RC 
2-2-4 +4 (х-1)(х-2)(х+2) х-1°х-2 z+2 
3C, A, B, C 都 是 待定 的 常数 . 下 面 我 们 利用 所 亩 待定 系数 法 来 确定 这 些 竺 

定 的 常数 . 
方法 一 (比较 系数 法 ) 
将 上 式 两 端 同 条 以 (z - 1)(z - 2)( + 2)， 去 分 母后 得 
222 +92 - 14 = A(z - 2)(x +2) + B(x - 1)(х +2) + C(z - 1)(z - 2) 
(4.9) 


或 
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225 + 9z -14 = (A + B + C)z? + (B - 3C)z - (4A * 2B - 2C). 
这 是 一 个 恒等式 , 等 式 两 端 X 的 同 次 等 的 系数 和 常数 项 必须 分 别 相等 . 于 是 有 
A+ B+ C= 2, 
| B-3C- 9, 
4A * 2B - 2C = 14. 


解 得 
A=1,B=3,C=-2 
故 得 
+ 
25-122-42+4 工 -1 z-2 z+? 
方法 二 (WENE) 
因为 式 (4.8) 是 恒等式 ， 它 对 于 任何 的 的 值 代 入 后 ， 等 式 都 应 成 立 , ER 
(4.8) f: 


邻 z=1, 代入 得 -3=-3A, А =1; 

令 z =2, 代入 得 12 = 4B, B = 3; 

令 z =-2, 代入 得 -24= 12C, C 2-2. 
于 是 同样 得 到 上 面 的 结果 . 
例 4.63 将 丰 分 式 -和 二 分解 成 部 分 分 式 之 和 
解 ”因为 分 母 Q(z) = z(z - D, 其 中 z 是 单 重 一 次 因 式 ，(z - 1)? 是 
一 次 因 式 ， 故 按 上 述 法 则 ， 所 给 的 真 分 式 可 以 分 解 成 下 列 形式 的 部 分 分 式 
ZM: 


3+1 A 
piu 
ДФ, A, B, C, D 都 是 待定 的 常数 . 为 了 确定 这 些 常数 . DRE ESCENA 
以 z(z - 1)3， 去 分 母后 得 便 等 式 : 
2+1 = A(z -1Y + Bz(z -1) + Cz(z -1) + Dz 
= (A + B)z? - (ЗА +2B - C)? + (3A +B- C & D)z - A. 
НЕ ышы R ОУНБ, 应 有 


A* B =1, 
3A*2B-C =0, 
3A+ B-C+D=0, 
-A =1 


解 得 
A=-1,B=2, C=1, D=2. 
故 得 
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ж? +1 21.22, 1 2 


ж(:-1# а 2-17 (2-10 (6-07 
例 4.64 HAART A ABBIA AIR. 
Ж ”因为 分 母 Q(z) = zs+2r-3= (rz-1)(z+z+3),， 其 中 z-1 
是 单 重 一 次 因 式 ,xz?+ z +3(р5-44 =1-4x3< 0) 是 单 重 二 次 质 因 式 , М 
按 上 述 法 则 ， 所 给 的 真 分 式 可 以 分 解 成 如 下 的 形式 : 
z+4 _ 工 +4 ERU VS "ET 
z 22-3 (хт-1)(ї+хт+3) 工 -1 zz+z+37 
ЖР, А, В, 为 待定 的 常数 . 为 了 确定 这 些 常数 . 将 上 式 两 端 同 乘 以 (z - 
1)(х® + z +3), 去 分 母后 得 恒等式 : 
z +4 = A(z? + z +3) + (Bz + C)(z - 1) 
= (A + Byz! + (A - B + C)z + GA - C). 
比较 两 端 = КЖ ЖКА, BEH 
A+B = 0, 
| А-В+С=1, 


ЗА - C24. 


解 得 
A=1,B=-1,C=-1. 
于 是 
| 
z3+2r-3 r-l 7+7+3 
例 4.65 НР LS mma. 
解 ” 因 为 分 母 Q(z) = z(z:+ 07, 其 中 工 是 单 重 一 次 因 式 ，(z2 DX 
二 重 的 二 次 质 因 式 , 故 按 上 述 法 则 ， 所 给 的 真 分 式 可 以 分 解 成 如 下 的 形式 : 
а*+24®-л+1_А‚,Вт+С, + 
z(z? + 1(* = gu (ty 
EF, A, B, C, D, E 都 是 待定 的 常数 . 为 了 确定 这 些 常数 . 将 上 式 两 端 同 乘 
以 z(z? + 1)?， 去 分 母后 得 恒等式 : 
^ +22 - + +1 = A(z? 1) + (Bz + C)z(z? +1) + (Dr + E)z. 
ES z = 0, 代入 上 式 得 A = 1. 
再 将 A = RAER, 移 项 并 化 简 后 , 得 
-1 = (Br + C)(z° +1) + (Dz + E) = Вг? + Cr? + (B+ D)z + (C+ E). 
比较 两 端 z 的 同 次 每 的 系数 及 常数 项 , 应 有 
B =0, C=0, B+D =0, С+Е =-1, 
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从 而 有 


于 是 


1 
7с? +1) 
Ж 本 例 中 使 用 待定 素数 法 确定 待定 常数 时 ,同时 使 用 了 赋值 法 与 比较 条 
dk. 
2. 有 理 真 分 式 的 积分 
从 以 上 讨论 可 知 , 有 理 真 分 式 的 积分 不 外 乎 有 下 面 四 种 形式 . 


"em yir (n #1, п 为 正 整数 ); 
оаа cae 
(0 f cs MEE ds (n 1, n ЖЕШ, B p° - 49 < 0. 


综合 上 面 的 讨论 可 以 小 结 如 下 : 有 理 函数 可 化 为 多 项 式 ( 整 函数 ) 与 真 分 式 
之 和 ， 从 理论 上 讲 ， 真 分 式 又 总 可 以 分 解 为 部 分 分 式 之 和 ， 而 归纳 为 上 述 四 种 
类 型 的 积分 , 这 四 种 类 型 的 积分 总 是 存在 的 ， 因 此 可 得 出 结论 : 有 理 函数 的 原 
函数 都 是 初等 函数 在 这 个 意义 下 ， 可 以 说 有 理 函 数 的 积分 总 是 可 积 的 . 


下 面 举 几 个 求 有 理 真 分 式 的 积分 的 例子 . 
225 + 9z - 14 
例 4.66 R| SII ал. 
解 由 例 4.62 可知 
ے14 9+ چ‎ Аз 2. 
х%-х%-4хт+4 r-l z-2 r+? 
于 是 
22? + 9r -14 rd 1 3 2 
не 2ا‎ 22 че 
d 
F FEED ERE 
= Inlz-1il+3nlz-21-2nlz+21+C 
± +1 
例 4.67 求 | 1 


# 由 例 4. EUN 
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右 端 第 一 项 积分 
右 端 第 二 项 积分 
| 2+1. [PLE 
+2+37 ل‎ + 2+3 
apugssen ap اف‎ 
2] zz+z+3 2 m 
Заа? + а +3|+ 2 
1 
dile! + x + 31+ aren Î + с, 
因此 


prem dew ie 
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从 土 面 几 个 例子 可 以 看 出 , 求 有 理 真 分 式 的 积分 步骤 如 下 : 

(1) 将 有 理 真 分 式 分 解 成 部 分 分 式 之 和 ; 

(2) 对 各 个 部 分 分 式 逐 项 积分 . 

ЕШ, 我 们 来 举 一 个 有 理 假 分 式 积分 的 例子 . 

ae 

94:0 ж] T. EET dd 

解 ”由 于 被 积 函数 是 个 假 分 式 , 故 首先 把 它 化 成 一 个 多 项 式 与 一 个 真 分 式 
之 和 ,利用 多 项 式 除法 ; 


2+1 ( 商 ) 
strani 5а EET 
= а5-245%+249-243+ z 
2*-222+212-42+5 
= а5-2а5+245-2х +1 


-2х +4( 余 式 ) 
从 而 得 到 
EF _ =2zr +4 
ETT загу tt tt 
将 分 母 分 解 因 式 , 得 


z*-23! 233 - 2x +1 = (rz-1)2(zz+l). 
因此 ， 上 式 右 端 的 真 分 式 可 表示 为 
一 2z+4 M -2r +4 
2-22 +222-2r+1 (x-1y 21) 
(1) 将 真 分 式 化 为 部 分 分 式 之 和 . 
设 


-2234 |. АБ t+D 
G-1YGe1) zl (2-10) 1+1' 
HFA, В, С, D 为 待定 常数 . 将 上 式 去 分 母 , 得 
-2r+4= A(z ~ 1) (22 + 1) + BG? +1) + (z - D (Cz + D) 
或 -22 +4 = (А + C) F(CA* B-2C + D)? + (A + C -2D)z + 


(-A*B«*D). 
比较 等 式 两 映 = 的 同 次 每 项 的 系数 及 常数 项 ,得 
A+ c = 0, 


-A+B-2C+ D= 0, 
A+ C-2D--2, 
A+B+ D= 4. 
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从 而 解 得 
А =-2,В=1,С=2,р=1. 
所 以 
-2 +4 с -2r+4 
2*-223+222-2=+1 (z-1Y (a3 1) 
2.1 2:1 
G-0D zr 
(2) 逐 项 积分 . 
-+ „= 
uu = e +e +f А EA гет 
nz 
= [eee [|= لچ‎ Ше 


= [e eme d کے‎ + [Rs e [an [1s 
T +n? + Ü + mama + C 


Z+ 


+ ha 

最 后 我 们 指出 ， 上 面 所 讲 的 只 是 有 理 函 数 积分 的 一 般 方法 . 如 果 有 理 函数 

比较 复杂 ,分 解 成 部 分 分 式 及 逐 项 积分 的 计算 往往 都 是 比较 麻烦 的 . 因此 在 解 
mn, ыкымы ын 只 有 在 不 得 已 时 , 采用 一 般 方法 . 


例 4.70 ж ув ze. 
解 ”本 题 如 果 用 一 般 方法 求解 ， EWC s 化 为 部 分 分 式 , 设 


Јр аан +С. 


zo AZ А. Аш 
(z- D 2 z- 1 (2-1) G-D* 
要 定 出 待定 系数 A, Aas °", Ao, 这 显然 是 比较 麻烦 的 . 
#Фт-1=,Их=г+1‚,4дх=й. 
于 是 


[aee = бе a | = 


р. смес. 
NE 42-12 792-19* C: 
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二 、 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 法 


所 谓 三 角 函 数 的 有 理 式 ,是 指 由 三 角 函 数 和 常数 , 经 过 有 限 次 四 则 运算 所 
构成 的 式 子 ， 例 如 


sinz cosz 1 
1+ созт” sinz + tanz’ 5 + 4sin2z 
等 都 是 三 角 函 数 的 有 理 式 ,而 Vsinz + tanz 就 不 是 三 角 函 数 的 有 理 式 . 
因为 tanz，cotz，secz，cscr 都 可 用 sinr，cosr 来 表示 ,所 以 我 们 可 以 把 三 
角 函 数 的 有 理 式 记 作 R(sinz，cosr)， 其 中 R 是 有 理 式 的 符号 . 
下 面 我 们 证 明 ,三 角 函 数 的 有 理 式 的 积分 


Гао, cosz)dz, 


总 可 以 用 代 换 u tan у, 即 z = 2arctanu 化 为 x 的 有 理 函 歼 的 积分 ， 
事实 上 , 因为 


dod m cuu o2 ے‎ АЙ 
sinz = 2sin Z eos 5 F aras "1 
2 
-w 
EMT E EE E mz 
2 2 2 2 "m 
2 
smt 
上 和 2 i-a 
د‎ 4 
1 + um 5 


Я т = 2actanu, 得 dz = — aq, 
гот 
所 以 


Reine, «әве = Ја ria Тт] ra 


ERAMI u 的 有 理 函 数 的 积分 ， 由 上 一 节 的 讨论 可 知 ，u 的 有 理 函 数 的 积分 
总 是 存在 的 ,其 原 函 数 是 初等 函数 ， 因 此, 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 总 是 存在 的 
其 原 函 数 也 是 初等 函数 . 

变量 代 换 u = tan + 通常 称 为 "万 能 代 换 "， 这 个 名 称 的 来 源 意味 着 : 任何 
三 角 函 数 有 理 式 的 积分 ,都 可 以 用 这 种 代 换 化 为 可 积 的 有 理 函 数 的 积分 . 


例 4.71 af 


5и. 


dz 
2 + cosz ` 
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# u= nF, Jl osz = 1-4 p dz = du. 于 是 
2 

-] 1 2du _ f 2du АГ; 
[== ل چو‎ 1 3+w 5 ИР 
1+ u? 4/3 


于 是 


[ss = 
sinz (1 + cosz)' 


1{1+2и+ и? 
ij lax 


Maas uau 
= тале + Таа) кс 
Jin 


z РӨ ИГҮ А 
We P M 


jz 
例 4.73 Жут. 


Ж 令 2r = Rar = 1и, 原 积 分 化 为 


| Шу "s" 
S + 4sin2z ^ 2) 5 + 4sint 


再 令 wW = un +. ‚ Rl siw = L2, de = 1248. 3. 于 是 
2du 
dz _ AT 1+ u? 
5+ 4sin2r ”2.5+4sint 21 <2 
1+ u 
du 1 du 


Su +8u +5 5) 2,8 
5 
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所 以 


dz ar *4 


S + 4sin2r ” 3 
注 MATERA u = un Z, 8 Tu Z f h k A А АЧЫ 


жи 的 有 理 画 数 的 积分 ， 但 有 时 计算 积分 比较 麻烦 因此 ， 对 于 某 些 特殊 的 三 
角 画 数 育 理 式 的 积分 ， 常 常 要 采用 其 他 形式 的 代 换 ， 以 便 更 简便 而 迅速 地 得 出 
HX. 


814.74 *[ sin qz 
pr 
WO MRR u = un Z, 则 sinr = —2E, эш = 1-4, az = 


1+ wu?” 1+u 


Ll 


12-204. RARR, WER 


Јака. Уку TERIS 
(1 + ш2)2(1 - и?) 
这 个 关于 u OHASHI. MARKEA- HRR: 
+ : = созт, 则 可 比较 简便 地 得 到 
[sinas =- -| si aee) =- | Оаа) 
PA ef P 


Ju e fi Ee 
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1. 求 下 列 函 数 的 不 定 积分 . 


a) 
(3) 
(5) 
(7) 
(9) 


5 


mE Q E 

Ia кр o [os 

8 Ad у=. jg TG у! 

rra: o а 
dz 


(+ D(z + z+) 


2. 求 下 列 函数 的 不 定 积分 . 


a) 
(3) 
(5) 
(7) 


(10) 


(2) 
(4) 


Í 3a dr 
(z-1(2 +z +1) 7 


1 + sinz 
sinz(1 + cosz)' 
کے‎ 


sinz + cosz 


dz; 


PIS Ер 
ofa + созт)?! 


(8) 


EU 


т dz. 
Sinz + созт 
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定 积分 是 一 元 函数 积分 学 中 的 另 一 个 基本 内 容 ， 它 在 科学 技术 与 工程 问题 
中 有 着 广泛 的 应 用 . 在 本 章 中 , 我 们 将 从 实际 问题 出 发 引出 定 积分 的 概念 ， 然 
后 讨论 它 的 性 质 及 计算 方法 ， 最 后 作为 定 积分 的 推广 ,还 将 介绍 广义 积分 的 概 


第 一 节 定 积分 的 概念 和 性 质 


定 积分 概念 和 其 他 数学 概念 一 样 , 它 的 产生 也 是 有 其 实际 背景 的 ,下面 先 
讨论 几 个 实际 问题 的 例子 ， 从 而 抽象 出 定 积分 的 概念 


一 、 引信 定 积分 的 两 个 实例 


引 例 5.1 曲 边 梯形 的 面积 

在 平面 曲线 围 成 的 图 形 中 ， 有 一 种 较为 简单 的 图 形 : 它 有 
三 条 边 是 直线 段 ， 其 中 两 条 互相 平行 第 三 条 与 前 面 两 条 垂直 
叫 作 底 边 ， 第 四 条 是 一 条 曲线 弧 叫做 曲 边 ,这样 的 图 形 称 为 曲 
边 梯形 ， 如 图 5-1 所 示 . 

如 何 定义 并 计算 曲 边 梯形 的 面积 呢 ? 下 面 来 讨论 这 个 问 
ш. [Б 

WEN MERE zOy 中 ， 曲 边 梯形 > 
ABCD 是 由 连续 曲线 y= /(х)(/(х)2>0), Ж 
U z 轴 及 与 底 边 垂直 的 两 条 直线 z =a, rob 
所 图 成 (图 5-2), 试 求 它 的 面积 А. 

现在 的 曲 边 梯形 有 一 条 边 是 曲线 ， 使 得 
曲 边 梯形 的 高 是 变化 的 ， 那 么 能 否 设法 创造 x. 
条 件 , 用 "不 变 代 变 "使 矛盾 得 到 转化 呢 ? 为 
Jt, 我 们 用 许多 平行 于 y 轴 的 直线 把 曲 边 梯形 分 割 成 许多 罕 曲 边 梯形 . 对 于 每 
个 窗 曲 边 梯 形 ， 由 于 它 的 底 边 很 短 ， 曲 边 f(z) 又 是 连续 变化 的 ， 所 以 它 的 高 度 
变化 不 大 ， 可 以 把 高 度 近似 地 看 成 不 变 而 是 一 个 常数 . 这 样 ， 每 一 个 窑 曲 边 梯 
形 的 面积 可 以 用 一 个 同 底 的 窗 矩 形 面积 来 近似 地 代替 ,把 所 有 这 些 罕 矩 形 面积 
加 起 来 ， 就 得 到 整个 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 . 显然， 分 割 得 越 细 ， 所 得 的 近似 
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值 就 越 接近 于 曲 边 梯形 面积 . 因此 , 当 无 限 细 分 ( 即 每 个 罕 矩 形 的 底 边 长 都 趋 于 
零 ) 时 所 得 的 近似 值 的 极限 ， 就 是 曲 边 梯形 面积 的 精确 值 . 
根据 以 上 分 析 , 可 具体 地 归结 为 以 下 四 步 . 
(1) 分 割 在 区 间 [ae，6] 上 任意 插入 n 一 1 个 分 点 : 
а= Z0K ax Kai Xon K xus X x X Kn, 1 <I mb, 
把 区 间 [a，6] 分 成 n 个 小 区 间 [z;-1，zi] (i=1, 2, =, n). 小 区 间 长 度 依次 
HEN: 
Az;2z(-z;a (=1 2, =, n). 
经 过 每 一 个 分 点 作 平行 于 y 轴 的 直线 段 ， 把 曲 边 梯形 分 成 n 个 窄 曲 边 梯形 (图 
5-2) 这 些 窗 曲 边 梯形 的 面积 依次 记 为 : 
AAi(i=1, 2, ==, n). 
则 整个 曲 边 梯形 的 面积 为 : 
A = AA, + АА; n + AA, = Јал. 

(2) 取 近 似 ESNEM La nl БЕВА еба < E < =), 以 
f(6,) 为 高 ，Az; HERRER УСЕ) Aa, PEHE AY ЖЕ i o BOE t) TR 
AA, 的 近似 值 ， 即 

АА, 7 f(&)Az, (i = 1, 2, =, n) 

(3) 作 和 E EIN n 个 窗 曲 边 梯 形 面 积 的 近似 值 加 起 来 ， 就 得 到 所 求 曲 边 

梯形 面积 A 的 近似 值 , 即 
A= Be ~ Bean. 

(4) 取 极 限 为 了 保证 所 有 小 区 间 的 长度 都 无 限 小 ， 只 需要 求 所 有 小 区 间 
长 度 中 的 最 大 值 趋 于 零 . 若 记 和 = max 1А], 对 上 式 右 端 和 式 取 极 限 , 即 得 曲 
边 梯形 面积 A 的 精确 值 为 


A = f(A 


引 例 5.2 ”变速 直线 运动 的 路 程 
设 某 物体 作 直 线 运动 已 知 速度 u = v(t) 是 在 时 间 间 隔 [Ti，T2] 上 4 的 
连续 函数 ， 且 v(t) > 0， 要 计算 在 这 段 时 间 内 物体 所 经 过 的 路 程 S. 


CT 


853 
物体 在 作 变 速 直线 运动 时 就 不 能 像 匀 速 直线 运动 那样 用 速度 乘 时 间 求 其 路 
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B, 因为 速度 是 变化 的 但是， 由 于 速度 是 连续 变化 的 ， 只 要 : 在 [Ti，T2] 内 
某 点 处 变化 很 小 , 相应 的 速度 v = v(t) 也 就 变化 不 大 . RH, 完全 可 以 用 类 似 
于 求 曲 边 梯形 面积 方法 来 计算 路 程 S. 

(0) 分割 任 取 分 点 Ti = to < n < n X < nato TÆT, 
Ta] 分 成 ANB. t] (i = 1, 2, =, n), ВВК ДАЕ = ti- tili 
212, 2) 

(2) BEM 。 把 每 小 段 长 为 [1;-!， t] FEARI, ERA 6 € 
Lui, u) 作 乘积 (гм, 显然 这 小 眉 时 间 所 走路 程 可 近似 表示 为 

AS, v(&)At (i =1, 2, *", n). 

(3) 作 和 dE ”个 小 段 时 间 上 的 路 程 相 加 ， 就 得 到 总 路 程 S 的 近似 值 ， 

LE 


S= Хм. 


(4) RAR a = pax lani 一 0 时 ， 上 述 总 和 的 极限 就 是 S 的 精确 值 ， 
即 


$- ема. 
二 、 定 积分 的 定义 


上 面 我 们 讨论 了 两 个 不 同 的 实际 问题 . 虽然 这 两 个 问题 的 实际 意义 不 同 ， 
但 其 数学 形式 是 相同 的 ， 都 归结 为 函数 在 某 一 区 间 上 的 一 种 特定 的 和 式 的 极 
B. 为 了 研究 这 类 和 式 的 极限 ,我 们 把 它 抽象 为 定 积 分 的 概念 . 

定义 5.1 设 函 数 y = f(z) 在 [a, b] EXER, 在 区 间 [a,5] 上 任意 插入 
nn 一 1 个 分 点 

а= zo < zi < 22 < za x, = b. 
把 区 间 [a, Б] 分 割 成 n 个 小 区 间 
Га zi] (i = 1,2,., п), 
各 个 小 区 间 的 长 度 为 
Az = ti- t (i= 1,2, 5, n), 

在 每 个 小 区 间 [ zi-t，zi] 上 任 取 一 点 Gra < & < т), TERI ACE) 与 小 
区 间 长 度 Az, ЖЖ /(&)Ат(4 = 1, 2,…，n), HERIR: 


лл, 
EE = maxlAz,l. 如 果 不 论 对 区 间 [a， b] 怎样 分 法 ,也 不 论 在 小 区 间 [z;_1， 


is 
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=] 上 点 a BRIGE, RE A 一 0 时 ， 上 述 和 式 的 极限 
Wm Dear бл) 
T, 则 称 此 极限 为 本 数 Сс) 在 区 间 [a，6] 上 的 定 积分 jefe (Daz, W! 


[yaz = пау) адл, G.2) 


FHF, BRE f(z) 叫做 被 积 函数 ，f(z)dz 叫做 被 积 表达 式 , 变量 z 叫做 积分 变 
量 ,a 叫做 积分 下 限 ，65 叫做 积分 上 限 ， 区 间 [a ,65] 叫做 积分 区 间 . 
根据 定 积分 的 定义 ， 前 面 所 讨论 的 几 个 问题 就 可 以 用 定 积分 来 描述 如 下 ; 


曲 边 梯 形 的 面积 A = сда 
变速 直线 运动 的 路 程 5 = сда. 
下 面 对 定 积分 的 定义 再 作 一 些 说 明 . 


a) 定 积分 | 7(z)dz 是 一 个 特殊 的 和 式 的 极限 值 , 它 是 一 个 常量 . 它 只 与 


被 积 函数 /(z) 与 积分 区 间 [a，6] 有 关 ， 而 与 积分 变量 用 什么 字母 记 法 无 关 . 
WN, FEHR с Ru 来 表示 积分 变量 x, 则 有 
[ear = coo = ood. 

(2) 按 定 积分 的 定义 ， 只 有 当 和 式 的 极限 存在 时 ，/(z) 在 区 间 [a, 5] 上 的 
定 积分 才 存 在 ,这 时 也 称 f(z) 在 区 间 [a, 5] 上 可 积 . ЯВА, flr) Ela, b] 上 
应 满足 怎样 的 条 件 , 才能 保证 f(x) 在 [a, 5] 上 可 积 呢 ? 下 面 我 们 给 出 定 积分 存 
在 的 两 个 充分 条 件 (证 明 从 咯 ) 

定理 5.1 8702) 在 区 间 [a, 6] 上 连续 , M f(z) Ela, b) 上 的 定 积分 
存在 , 即 f(x) 在 [a, b] ETR. 

今后 , 我 们 总 是 假定 被 积 函 数 f(r) 在 积分 区 间 [a，6b] 上 是 连续 的 ， 从 而 
保证 f(z) Ela, 6] 上 的 定 积分 | 7(z)dz 总 是 存在 的 . 但 是 , 对 于 /(z) 可 积 
的 条 件 还 可 以 减弱 ， 下 面 给 出 另 一 个 充分 条 件 . 

定理 5.2 of) Ela, b] 上 有 界 ， 且 只 有 有 限 个 间断 点 ， 则 /(z) 在 
Га, b] EM. 

(3) 在 定 积分 | 7(z)dz 的 定义 中 , 我 们 总 是 假定 a。< 6 的 . 为 了 应 用 方便 
起 见 ， 对 于 a = b йа > 5 的 情形 , 我 们 作 以 下 的 补充 规定 : 


Z 
жа = 6 时 ,| 7(z)dz = 0; 
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" 
3a» 6 时 ,| 7(z)dz =- ['rGDds. 


三 、 定 积分 的 几何 意义 


由 前 面 对 曲 边 梯形 的 讨论 ,可 以 得 到 定 积分 的 几何 意义 如 下 . 
(1) 如 果 在 [a, b] 上 f(z) 之 0, 则 定 积分 y 


Госа 在 几何 上 表示 由 曲线 y= f(2), 直线 


= a, z = b, 5 z ‚(у = 0) 所 转 成 的 曲 边 梯形 
的 面积 A( 如 图 5-4); 

(2) 如 果 在 [a， b] E, f(x) <O, 则 由 曲线 y 
= f(z), 直线 xz = a, т = b, $ z MEDRA i М 
边 梯形 位 于 z 轴 的 下 方 ， 和 式 7(6)Azi 的 每 一 
дүн, (8) < 0, Az, > 0， 而 面积 总 是 正 的 ， 所 以 曲 边 梯形 的 面积 为 


A = i33 D lAn = im oC fA, 


=- ардаа == [rcs 


图 5-6 


it, EB (za 在 几何 上 表示 上 述 曲 边 神 形 面积 的 负 值 (图 5-5); 


(3) 如 果 在 [a, 5] E f(z) 有 正 有 负 , 即 函数 7(z) 的 图 形 某 些 部 分 在 z 轴 
EF, 某 些 部 分 在 z 轴 下 方 , 这 时 规定 : 在 工 轴 上 方 的 图 形 面积 为 正 的 , 在 z 轴 


下 方 的 图 形 面积 为 负 的 ， 则 定 积分 7(z)dz 在 几何 上 表示 介 于 z H MR y = 
f(D 及 直线 x = a, z = 6 之 间 的 各 部 分 面积 的 代数 和 ,如 图 5-6 所 示 ,就 有 
[Gaz = Ar- А, + As. 
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四 、 定 积分 的 性 质 


由 定 积分 的 定义 及 极限 的 运算 法 则 与 性 质 , 可 以 得 到 定 积分 的 性 质 . 
性 质 5.1 KUHM) 的 定 积分 等 于 它们 的 定 积分 的 和 ( 差 ), Hl 


n n » 
[о вое = усаг + l'a Gas. 
证 [rz)=e(z)]az = im DIAE) + gC) Jaz 

= аз, з lm elean 


= [соч + еса. 


注意 ， 这 个 性 质 对 于 被 积 函数 是 有 限 多 个 函数 的 代数 和 也 是 成 立 的 ， 
性 质 5.2 ”被 积 函数 中 的 不 为 零 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 外 面 ， 即 


firar = Rf yG) 0 to. 
性 质 5.3 ”如 果 将 积分 区 间 [a，5 ] Яа, с] Fe, 6] 两 部 分 , 则 有 
[оа = far + frena. 


ЖЁ а, b, c 的 相对 位 置 如 何 , 性 质 5.3 总 是 成 立 的 、 
这 个 性 质 表明 ， 定 积分 对 于 积分 区 间 是 具有 可 加 性 的 . 


性 质 5.4 如 果 在 区 间 [a, b) 上 7(z) 一 1, 则 | az = | dz = b - a, 
性 质 5.5 《 定 积分 的 比较 性 质 ) 如 果 在 区 间 [a， 5] 上, f(z) e go 
[жов < faz (a <). 


性 质 5.6 〈 定 积分 的 估 值 性 质 ) HM 与 m 分 别 是 函数 f(z) 在 [ae，0] 上 
的 最 大 值 与 最 小 值 ， 则 


т-а) < [ rtz)dz< MG - a). 
性 质 5.7 《 定 积分 中 值 定理 ) MRAM /(x) Ка, Б) 上 连续 ， 
则 在 积分 区 间 [a，6] 上 至 少 存在 一 个 点 8， 使 下 式 成 立 : 
Јев = roo - a) 
(а<е<»). 
当 F(z) 20 (a < z < b) 时 ,积分 中 值 定理 的 几何 解释 是 : 由 曲线 > = 
Же), 直线 y= 0, z = a, т = 所 图 成 的 曲 边 樟 形 面积 ,等 于 以 区 间 [a，6 1] 
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为 底 、 以 该 区 间 内 某 一 点 # 处 的 函数 值 f(#) 为 高 的 
矩形 面积 (图 5-7). 

例 5.1 利用 定 积分 的 性 质 (不 必 计算 定 积分 
的 值 )， 比 较 下 列 各 对 定 积分 的 大 小 : 


C0 f'inzaz 与 | anzi 


(2) fraz јав. 


ж 
(1) 因为 在 [1, e] 上 有 0 过 Inz < 1， 从 而 有 
Inz > (аз) 
故 由 性 质 5.5 可 知 ， Газа > franz az. 


а) 因为 在 [0, Z] E, 可 证 z > sinz. 
事实 上 , 设 /(z) = -sinz, 则 在 区 间 [0, 至 ] 内 f(z) = 1- en >0, f) 
在 [0, 2 елни, 从 而 有 (=) > 7(0) = 0, WM O< x < En, fi r> 


E 
sinz 成 立 , 故 由 性 质 5.5 可知 ，| zde > | sinzdz， 
例 5.2 ”估计 下 列 定 积分 的 值 介 于 哪 两 个 数 之 间 : 


oj 

ж 

(1) 先 录 被 积 画 数 /(z) = 827 在 积分 区 间 [ 7. Z] Et RE RA 
值 .因为 


fis [ssa] - 


ED (<<, 


dri o f eas. 


所 以 (DEKE, Z] imos. 于 是 在 区 间 [ 4. 2] 上 f(z) nai 


和 最 大 值 分 别 为 


x 
2 


AF м- 121-22 
由 性 质 5.6 可 得 
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1 ے‎ f sinz 2 
m i«[DTaeel 


(2) 与 上 例 类 似 ， 先 求 被 积 函数 /(z) = e 在 积分 区 间 [- 1, 1] 上 的 最 大 


值 和 最 小 值 . BA f(z) = 722677, Ф f(x) = 0, 得 驻 点 z = 0. 比较 7(z) 
在 驻 点 及 区 间 端 点 处 的 函数 值 


0) = e = у(-1) = уй) = et = T, 
可 知 /(z) = er 在 区 间 [- 1, 1] 上 的 最 大 值 M = 1, 最 小 值 m = 1. 由 性 质 


5.6 得 


2< eje <2. 
m 


e 
习题 5-1 


1. 由 曲线 y = z), 直线 x =1, z = 3 及 工 轴 所 转 成 的 曲 边 梯形 , 试用 定 
积分 表示 曲 边 梯形 的 面积 А. 
2. 利用 定 积分 的 几何 意义 , 求 出 下 列 定 积分 值 . 


ар ааз Q fei x dz: 
O j, RF Far: ( f" sinzáz. 
3. 比较 下 列 各 对 积分 值 的 大 小 . 


Q0 | eadr 与 | zdz: о) ferar Sh + Daz. 
4. 估计 定 积分 的 值 . 
ftans 0) ГР акла: 

З 


+ 
G) [ба + sz)dz。 
1 


第 二 节 牛顿- 菜 布 尼 英 公式 


车 利用 定 积分 的 定义 计算 定 积分 就 是 归结 为 计算 和 式 的 极限 ， 这 是 比较 麻 
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烦 的 . 因此 ,必须 寻求 计算 定 积分 的 简便 而 有 效 的 方法 . 本 节 中 将 介绍 定 积分 
的 基本 公式 — FI- RH EAR 
我 们 知道 ,如 果 物体 以 速度 vC) 作 直线 运动 , 那么 , 在 时 间 则 隔 [a, 6] 上 
物体 经 过 的 路 程 为 
s= coa. 


另 -方面 , 这 段 路 程 又 可 以 用 路 程 函数 SQ) 在 区 间 [a，6] 上 的 增 量 来 

SQ) - S(a) 来 表示 . 从 而 可 得 
ou = 50) - sco. 

BARRAN S o) 是 速度 函数 v(1) B — GRIS (1) = (0), 所 以 
上 式 表明 计算 定 积分 | v de 就 是 计算 (4) HRERS 在 区 间 [a，6] 上 
АНЕ SC) = S(a). 从 这 个 具体 问题 中 得 到 的 结论 ,在 一 定 条 件 下 是 具有 普 
过 意义 的 . : 

下 面 这 个 定理 给 出 了 利用 原 函 数 计算 定 积分 的 公式 . 


定理 5.3 MRAV 下 (x) 是 连续 函数 f(z) 在 区 间 [a, 6] 上 的 任意 一 个 
原 函 数 ， 则 


[faz = Ф) - F(a). G.3) 


为 了 方便 起 见 , 常 把 F(5) - F(a) EL FCr) E ЕС) 16, 于 是 式 (5.3) 
也 可 记 作 
" " 
[fnis = (FG) 80] oae = FDIS, 


Hp, F(z) 是 f(z) 的 任意 的 一 个 原 函 数 . 
公式 (5.3) 称 为 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 ， 也 称 为 微 积分 基本 公式 . 这 个 公式 表 
H, 当 被 积 函数 连续 时 ， 计 算 定 积分 只 需 计 算 被 积 函数 的 任 一 原 函 数 在 积分 上 
下 限 处 函数 值 的 差 . 换 句 话说 ， 定 积分 的 数值 等 于 被 积 函数 的 任 一 原 函数 在 积 
分 区 间 上 的 增 量 . 这 就 进一步 揭示 了 函数 的 定 积分 与 原 函数 (不 定 积分 ) 之 问 的 
内 在 联系 ,把 定 积分 的 计算 问题 转化 为 主要 是 计算 不 定 积分 ( 求 原 函数 ) 的 问 
B. 
下 面 来 举 几 个 利用 牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 计算 定 积分 的 例子 . 


例 5.3 计算 | raz. 


解 [ш = [=] = Jo- a). 
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例 5.4 计算 | etas 
ж [ea = [S] - 1-0 - 4. 
例 5.5 计算 | sazaz. 
E 
WO ”由 于 - csr REREN sinz 的 一 个 原 函数 ， 所 以 


解 nr ^4 < Dn 1 z JZ = In2 - i0 = n +. 

SS ` RHEL ЖИВ ЖЕ Ж, BRR В EKME 
续 . 当 被 积 函 数 在 积分 区 间 上 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ， 或 者 在 不 同 的 区 间 上 被 
积 函数 的 表达 式 不 相同 时 ， 则 可 用 定 积分 的 性 质 ， 把 它 拆 成 几 个 定 积分 之 和 ， 
使 每 个 定 积分 都 满足 牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 计算 的 条 件 . 


9s RD TF ozar. 
# f сата = |7 оой тае = |71 cosx ldz 


-ea ifo me] 
- f ensis = feris 
: 


= 2[sinz d - /3[sinz]8 
242 - C- 2) = 2/2. 
Ж R$ PAK fE Лод: = (219521, S 0 < z < FH, 
leosz | = созт 
BF «rH, |созт| = — созт. dX nb TUE A, WAALA. 
z*tl тї; 


例 5.8 wota ut 
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WD ”如 图 5-8 所 示 , 利用 定 积分 性 质 5.3, 得 
furis = [rias + freue 
- fe +1)dz + Zar 


-[ k p 


L3. 
2 6 3" 
习题 52 
1. 计算 下 列 定 积分 ， 
c fife + 3] ar ола Лв 
of Ad sans « f, zar; 
ol 
" 2 sin 

9 | 3a cun (© f; as: 


ef ars faro: 


me 
a 1 
Ит (10) h Геба = cof dz 
i dz 
aD ff Isinz = оова — m [ "s 


ыу: ao f, fa zar: 


r*l z&l 
(15) 8 f(z) = Lam Sir f(z)dr. 
1 


ЖЕТ ” 定 积分 的 换 元 积分 法 


上 一 节 中 得 到 的 牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 ,为 计算 定 积分 提供 了 一 种 基本 的 方 


法 . 它 把 定 积分 的 计算 转化 为 求 不 定 积分 ( 原 函 数 ) 的 问题 ， 从 而 使 得 求 不 定 积 
分 的 各 种 法 则 都 可 以 用 于 计算 定 积分 . 本 节 将 在 不 定 积分 换 元 法 的 基础 上 , 建 
立 相应 的 定 积分 的 换 元 积分 法 . 
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先 看 一 个 例子 . 
例 5.9 计算 | aT = dz (a >0). 


W ”应 用 牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 , 首先 求 不 定 积分 | Ма? -zdzr (a >0). 
利用 换 元 积分 法 , 设 z = asint, W| dz = acostdr, 从 而 
J = da = pe - gja + соке) 


于 是 
Ji dato ar = [Farsin & + L, /a та] ше, 
"—— A —— 
ETH, 
当 = 0 时 ,4 = 0; е = a 时， 4 = Z, ROSA КИЯ, 
就 能 求 得 定 积分 : 
[у = zar = ајна = ® [iun]! = кё, 
很 明显 ， 后面 的 计算 过 程 要 简便 得 多 ， 这 就 是 采用 了 定 积分 的 换 元 积分 法 . 
下 面 给 出 关于 定 积分 换 元 法 的 一 个 定理 . 
定理 5.4 假设 函数 (zx) 在 多 问 [a，6] DER, die = p MEFA 
条 件 : 
(D pla) = a, (8) = 
(2) 00) 在 [a，B]( 或 [8, aD 上 具有 连续 导数 p0), HS e Ea 与 B 之 
间 变 化 时 ，z = pC) 的 值 在 区 间 [a,6] 上 变化 , 则 有 
Јоса = есе оде. б.а) 
хия изени Аз. 
E RA Sla), (и) er NBER, BRL JG R Slog CO 在 各 
自 的 区 间 上 的 定 积分 及 原画 数 也 都 在 在. BU, Xf EXIGE BUHAT DI BE 
HIE REKAR. 
Ë F(z) 是 /(z) ifi^ GREC R| 
[reas = ЕФ) - F(A. 
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另 一 方面 , 8 Ф(!) = Е(ф(:)), 它 可 以 看 作 是 由 F(z) 与 z = p(t) 复合 
而 成 的 函数 ,根据 复 合 函数 的 求 导 公式 得 


Фа) = Е. аш уг) рв) = AEDE). 


这 表明 OU) = FLeCO) EEN ур) GO 的 一 个 原 函 数 , 因此 

ево) (Dar = tec = eoo = ec 

= F(p(8)) = F(e(a)) = F(6) = F(6). 
所 以 
fro = рва) оа. 

使 用 上 述 公式 时 ， 应 注意 两 点 

(1) 积分 上 、 下 限 要 跟着 变换 ， 即 a，6 Ча, 的 关系 是 a = pla), b = 
9(B)， 这 里 下 限 不 一 定 小 于 上 限 B; 

(2) RH Ce CO) e CO 的 一 个 原 函 数 OU) 后 ,不 必 像 求 不 定 积分 那样 
再 要 把 OC) 换 回 原来 变量 > 的 函数 ， 而 只 要 把 新 变量 的 上 、 下 限 依次 代入 
OU) P, ЖЕНЕТ. 


3 
例 5.10 计算 2—02. 
0/1+ 2 
解 ”为 了 去 掉 根 式 , 可 设 /1+z = 4, 即 z= 02-1, dz = 2rdt. НЩ 
z=0 时 ,上 =1i 当 z=3 时 ，: = 2. 于 是 


f ar = [оа ора - Da, 


oT+z 
= [22-2] = x. 


例 5.11 计算 | Мела. 
解 为 了 去 掉 根 式 ,可 设 Ver =1 = t, Ha 2+0), dz = ү суй. 
当 z=0 时 ,上 =0; 当 z= In2 Bf, + = 1. 于 是 


[eei аала = ofa rae 


= 2[ ~ аам) = 2(1 ~ arctant) = 2(1 - 2]. 
2 аг 
zh m = t 


例 5.12 计算 | 


解 bz = sect, 则 dz = secttantdt. H% z = 一 2 时 , 即 cost 
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= че = /2 8, + = ЭЛ. dep o SIT 2 ЯМЕ, 所 以 tant < 0, 
na 


TR 


例 5.13 эж 
Ж 设 z = аши, B| dz = амга. 5 z = Gêm, unt =Å, , = 


Fi Š z = a 时 , tant = 1, t= F. 于 是 


. РЕС РЕ 
ÍT Af nta ршн" 
غ‎ 22], ан 


айша а LT. be- 


poss ”ail sint 
Ж “在 本 例 的 最 后 一 DIRT, START MARE, 
所 以 积分 的 上 、 下 限 就 不 必 再 变动 . RP BIA TU T*S5, TERE 
换 积 分 的 上 、 下 限 . 


" 
例 5.14 计算 | cowzsinzdz， 
解 设 :=cosr, 则 dt=-sinrdr. 当 z=0 时 , t =1; 当 z = 至 时 ， 
t = 0. 于 是 
1 1 
cos zsinzdr =- раа = etar = EE 


在 本 例 中 , 如 果 没 有 引入 新 变量 :那么 定 积分 的 上 下 限 就 不 要 变更 . 现在 
用 这 种 表示 法 计算 如 下 : 


[ersinras == кек) =- [se] 
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جف اس 
例 5.15 i =.‏ 
WO Brick йй =Z х= 18, £ =0; Hz = OR, 1 =2.‏ 
于 是‏ 
Г dz -р de‏ 
1z /Itinr JoVl+t‏ 
оа +02 = 20/3 - 1).‏ = 


"en 
fa «oaa +) 


例 5.16 证 明 
(D # JG 在 [- a, a] EXERCI BI N 
faros = a| усаг: 5.5) 
(2) # /(z) 在 [- a, а] BERANA, W 
| maz = o. (5.6) 


证 。 利用 定 积分 的 性 质 5.3, 得 
[eras = f ronis + fi faar. 
对 积分 六 7(z)dz 作 变 量 代 换 z = - 1, Mdr =-, 且 当 z == a 时, + = a; 
当 z = 0 时 , 4 = 0. 于 是 
[reae =- e Dae = ус ow = reo nin. 


(1) # f(z) HARK, 即 f(- z) = f(x), RI 
f(z) + fC- z) = 2f(z), 


从 而 [ов = a| fada: 


(2) 35 f(z) 为 奇 函数 , HD f(- z) =- f(x), 则 
f(z) + fC- z) = 0, 


从 而 frenis = o. 


式 (5.5) 和 (5.6) 的 几何 意义 也 是 很 明显 的 . 因为 偶 函 数 的 图 形 对 称 于 у 轴 
(图 5-9), 有 


f fnis = 2A (A 为 图 中 y 轴 一 人 图形 的 面积 ) = 2f Far; RAK 
的 图 形 对 称 于 原点 (图 5-10), 有 
fî fenare = frenis + сода 


Ri xis g63 - 


=- А, + AA, 为 图 中 y 轴 一 侧 图 形 的 面积 ) 


ms 8510 


所 以 ， 利 用 定 积分 的 几何 意义 ， 也 可 以 说 明 式 (5.5)(5.6) EMA. 
利用 式 (5.5)(5.6)， 对 于 偶 画 数 及 奇数 在 对 称 于 原点 的 区 间 上 的 定 积 

分 ,可 以 简化 计算 . 
n 
asa #я[ کل‎ 


1- = 


5 


解 因为/(x)= 万 二 MAS. 积分 区 间 是 关于 原点 的 对 称 区 间 


例 5.18 nafa VR? аһ (R 为 常数 ，R >0). 


解 ” 由 于 被 积 函数 7/(A) = h JR? - h? 是 奇 函 数 , 它 在 关于 原点 对 称 的 区 
BJ[- R, R] 上 的 定 积分 等 于 零 , BD 


f Мк? = hah = 0. 
例 5.19 证 明 
人 Ra = Гала, (n HERD. 
证 KHz = on Wdr=-d, H z = 08f$, = Z; 8 z = T f$, 
t= 0. 于 是 


fias -- E = Грета = forza. 
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习题 5-3 
1. 计算 下 列 定 积分 . 
iro ae t dr 
w NE eas о | гу 
of sinpas edes ч) [Ao udus 
z 
ef 42 - 2242; of 48 - 2y!dyi 
КЕЕ ЗЗР » 3 ; 
ofz Aes (з) [2 fa! = dz; 
* айе... dz. : 
[2 Pad Dew ао) | 25а: 
"n. 
aD a2 [ие aes 
За? - چ‎ ° 
Cnz)* a Sa... 
دی‎ [ t9 zar ao f E: 
a 
рем ao [сеа + ears 
; E si. 
anf st ав тукт, 
,ف‎ i - " 
a» f zat PL eo P, созт = сот 
o» f, Taza. 
2. 利用 函数 的 奇偶 性 计算 下 列 定 积分 . 
W [аг (2) oto: 
1 
2 (arsinz)!, | siz 
o, marin о | de 


Rud 。” 定 积 分 的 分 部 积分 法 


设 函数 vlr), vlz) 在 区 间 [a, 5b] 上 具有 连续 导数 u' (z), v (z), W 


(uv)' = u'v + uv’. 
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分 别 求 等 式 两 端 在 区 间 [a，5] 上 的 定 积分 , 得 
INS - [raz + f 
利用 牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 , 有 
[сша = tutt. 


故 得 
Luv = агае + ааа. 
移 项 后 ， 便 得 到 
" a 
[a= = [ао]? -f wu dz, 
简写 为 
А 
[авы = Let - fotu. (5.7) 
这 就 是 定 积分 的 分 部 积分 公式 . 


例 5.20 计算 | os тал. 


解 [тсз ar = 2f'zdin = (она # T - 2f'sin Zaz 


= 2x + 4[cos 2x -4. 


例 5.21 计算 | агаг. 
解 


Газ = 1 near = Га ааа 


ЕЕЕ 


815.22 HA f авлах. 


ioc n. 


解 frorcanzdz = Сатен = | qaz 
= 5-а + 2J} = X То, 
9] 5.23 Rf ear. 
解 KRT, 再 用 分 部 积分 法 . Ф/т = :, 则 z = £, dz = 2d1. Ñ z 
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=1 时 上 =1; 当 z=4 时 ，: = 2, 于 是 
Г: = [К = af cae = 2e - 2f eae 
= 22d - e) - Aeh = 4e - 2e - 28 + 2e = 2ê. 


4 
915.24 RD Vzz+ldr. 
4 " 
ж P Jz +1dz = [z f + 这 -人 === 
9 | بخ‎ += t. 


Ма? +1 
4 $ a 
-f [as + f Z= 
移 项 合并 后 ， 两 端 除 以 2 得 
E лї р === 


í 
YP + Hinz VFD] = rin. 


Ж “本 例 若 用 换 元 法 作 变 换 工 = ant, 计算 就 复杂 得 多 ， 
例 5.25 ”证 明定 积分 公式 : 


i -ѓ simzdz| = 人 ea 


п я-2 


өм 
а 
> 
E 
а 
я 


з 
4 2 
4.2. 
201, nyeng. 


f А T ng 
1, = [тйс = fisin HER 
d 


= sza(- ошл) 
于 是 ,由 分 部 积分 公式 , 得 


А 
1, = [= eoszsin 12] + (n — D [sint 3rd rds 


= 0+ - Df sin" 2201 - samz)az 


(5.8) 
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= (n = Df sin" rd - (n - D тта 
° ñ 
= (n DIA = (n = DI. 
由 此 得 


T,-2- (5.9) 


I, 
这 等 式 为 1, 关于 下 标 n 的 递 推 公式 . 如 果 把 n Buts - 2， 则 得 


1.2 1, 
依次 进行 下 去 ,直到 I, 的 下 标 递减 到 0 或 1 ЖЕ. 于 是 


-4 


Io = az = 至 = Sinzdz = [- cosz]f = 1. 


故 得 

(1) 当 n 为 正 偶数 时 
p ПЕГЕ Е 
^ r 2727 

(2) 当 n 为 正 奇数 时 ， 
íESISOARI. LG. 4.2 
B t RE $3 
dà 

815.26 计算 | sin’ xaz. 


# ”由 于 是 n = 5 奇数 , 故 由 式 (5.8), 得 
fiil ede =4.2.8 
° 5 2 

例 5.27 计算 | oezaz. 

解 ”由 于 n= 6 是 偶数 , 故 由 公式 (5.8), 得 

1 С 374 5 

fee iiit 


Ë exeeuuxk[o Z] 未 不 能 直接 使 用 公式 (5.8)。 


例 5.28 计算 | sinszdz. 
° 
на RBS. ВА 
解 Га = Гааз ИК тат. 


对 于 第 二 个 积分 用 换 元 积分 法 , $ z = 5+1, 则 dz = dt, 且 当 z = PLE 
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=0; 当 z = x 时 , t = 至 . 于 是 
[istnd = fl F. ja = ea 
z 

4 


апае = Ë sinzdz, 


所 以 
人 eear = Вава 2.2 2 3x 
习题 5-4 
1 计算 下 列 定 积分 
а реча 0) [m 
[o [m 


= 1 
(5) [7 rsinotd 90880: (6) | zarctanzdz; 


[7 f En e [ras 
of ercosrdzi a0 [^na + dz: 
ap f, linz ldz. 

第 五 节 ”广义 积分 


在 引入 定 积分 概念 时 ， 我 们 总 是 假定 积分 区 间 [a，6] 是 有 限 区 间 ， 且 被 积 
函数 在 [a, 5] 上 是 有 界 函 数 . 但 是 ， 在 实际 中 也 常 遇 到 积分 区 间 为 无 穷 区 间 ， 
或 者 被 积 函数 在 积分 区 间 上 是 无 界 的 情形 . 要 解决 这 类 积分 的 计算 问题 ， 就 必 
须 把 定 积分 的 概念 加 以 推广 , 即 把 被 积 函数 推广 到 无 穷 区间 ， 或 者 把 被 积 函 数 
推广 到 在 有 限 区 间 上 是 无 界 的 情形 . 这 就 是 本 节 中 将 要 引进 的 两 类 广义 积分 的 
概念 


一 、 无穷 区 间 上 的 广义 积分 
定义 5.2 И f(z) Ela, + о) 上 连续 , Rb > a, 如 果 极 限 
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N" 
w 
存在 , 则 称 此 极限 为 函数 y( =) 在 无 穷 区 间 [e<，+ оо) 上 的 广义 积分 ， 记 作 ， 
NS 
Es А 
m [еса = dim [ras (5.10) 


这 时 也 称 广义 积分 | “7()dz kit; 否则， 就 称 广义 积分 [7(z) RM. 
定义 5.3 REB /(z) 在 (~ oo, 6) 上 连续 , IER a < 6， 如 果 极限 


Jim [roa 
存在 , 则 称 此 极限 为 函数 f(z) 在 无 穷 区 间 (- oo, b) 上 的 广义 积分 ， 记 作 
frog. 
^ ‚ 
m [areis = dim faz. САТ) 


这 时 也 称 广义 积分 | .7(z)dz Ms 否则 ,就 称 广义 积分 三 _/(z)dz RM. 
定义 5.4 mM) EC oo, eo) 上 连续 ,如 果 广义 积分 | уада 
ж, 7(z)dz 部 收敛 则 称 它们 的 和 为 阴 数 7(z) EESE оо, +) 上 
的 广义 积分 ， 记 作 | Sadr, m 
Jenae = f far + (77 ros 
= dim f(a + im fr yaz. (5.12) 
这 时 也 称 广义 积分 |“/(z)dz Vs 否则 ， 如 果 上 述 两 个 广义 积分 至 少 有 一 个 


发 散 ， 则 称 广义 积分 三 ”7(z)dz ЖМ. 
上 述 三 种 广义 积分 统称 为 无 穷 区 间 上 的 广义 积分 
例 5.29 ”判断 下 列 广义 积分 的 敛 散 性 ， 当 收敛 时 并 求 其 值 : 
— e 
o [735 e |` 
# (1) 因为 
im E = m [- 1] = ва (1-2) 1, 所 以 广义 积分 | uc 


Ыз 22 alte 


[Us 


[2 ж нш 由 于 


+ = + = (不 存 
在 )， 所 以 广义 积分 | CZ 发 散 ， 而 根据 定义 ， 不 论 广义 积分 


”dz Bed, rie нч 总 是 发 散 的 . 


例 5.30 MACH): D Ead 
w usa Mas n[ sas бан. 因为 


mos - ат = ee = 于 ,所 以 ,广义 积分 
É x 


rige gf — rine = 5. 


FN, 因为 
e з = gm[amunzl = lim arcano = 至 所 以 广义 积分 
` pipi kit, Af ript- B 
因此 ,根据 定义 可 知 ， af тутаг kt, н 
EE 
а ld 2*27- 


本 例 的 几何 意义 表示 : 曲线 y= 1.588 
之 问 的 图 形 面积 是 存在 的 ， 且 其 值 为 (图 5-11). «tff | jm 
例 5.31 Per xar F(a > o) к ul Я 
性 ,其 中 p 为 任意 正 实数 


[nz]; = lim Inb – Ina = + оо, 


所 以 广义 积分 发 散 . 
Mp #1, 


Жа} X> s 


Pd o. pm. V att 
а > 7 Ema Ll um 1-5 


m р<1, 


=4 os 
r p> 1. 


所 以 p < 1 时 ,广义 积分 发 散 ; p > 1 时， 广义 积分 收敛 , Н 
(p >1). 


« 26 p-l 
RETR, 当 0 < pint, PARAST 22 RNG 当 > 1 时 ,广义 积 
分 | Swan. 
二 、 无 办 西数 的 广义 积分 
定义 5.5” 设 函数 /(z) Ela, 6b] 上 连续 , BL lim, f(z) = Ca HIEI 
MK, жж). 任 取 > O, 如 果 极 限 lim |, Сс) а 存在 , 则 称 此 极限 为 
im eed 
/(z) 在 (a， 6) 上 的 广义 积分 ， 仍 记 为 | 7(z)dz, 即 
[усаг = tim f^ ronis. (5.13) 
} юы 
这 时 也 称 广义 积分 |/(z)dz Mets 否则 ， 如 果 极限 不 存在 ， 就 称 广义 积分 


[соч t. 
定义 5.6 RERS) 在 [a, b) LER, B im f(x) = o. {EM >0, 
如 果 极限 lim | “7(z)dz 存在 ， 则 丈 此 极限 为 /(z) 在 [a， b) 上 的 广义 积分 ， 
m 
也 记 为 | rods. m 
" а 
[ez = ва Сода. (5.14) 
F ir 
a " 
此 时 也 称 广义 积分 | .7(z)dz kek; 否则 ,就 称 广义 积分 | 7(z)dz RI 
定义 5.7 RARS) Ela, b] ЕЙ А с (a < < < b) 外 都 连续 ， Н 
Bey(z) =. WREN XB f f(r 和 7(z)dz micat, mr xm 


分 | caz ва, ня 
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" , " 
[reas = [Gaz + [f(z)az. (5.15) 
否则 ， 当 上 述 两 个 广义 积分 至 少 有 一 个 发 散 时 ， 则 称 广义 积分 | 7(=)dz RM. 
上 述 无 界 函 数 的 广义 积分 也 称 为 惠 积 分 、 
1 dچ‎ 
散 性 ， 当 收敛 时 并 求 其 值 ， 
例 5.32 判断 广义 积分 TE m 收敛 时 并 求 其 值 
[E 


" 1 
Bust 
所 以 = = 1 是 被 积 函数 的 号 点 ， 即 被 积 函数 在 z = 1 处 无 界 . 由 于 
һа jJ. TE ل‎ = lim [меат]? = lim arcsinz(1 ~ p) 
Е = 


EE 
ә TES 
= arcsinl = Z, 


所 以 该 广义 积分 收 化 ， 且 按 (5.14) 式 有 
-人 
re le 


这 个 广义 积分 的 值 , 在 几何 上 表示 位 于 曲线 = > PUE 
之 下 方 、z 轴 之 上 方 , 介 于 y 轴 和 直线 z = 1 之 Ta 

间 的 图 形 面积 (图 5-12). 1 
例 $.33 讨论 广义 积分 | 时 maar. DEM. 

# WRENS) = 点 在 积分 区 间 [- 2, 2] 上 sid 


Baz = 0 外 都 连续, Нш; = =, 即 /(z) 在 z = 0 处 
ins 
жж. 于 是 , 应 考虑 两 个 广义 积分 站 时 ые бс вин. 
چ ول چ‎ 
2 
uru 15 = im [- E] = ım (1-3) =+ = (不 存在 )， 
жи, гв, E xm, TXB, SF et. 
注 BERET z = 043 fn bk 25 AMARA), 就 会 把 这 个 无 界 
函数 的 广义 积分 误 认为 定 积分 ， 从 而 得 到 以 下 的 错误 结果 : 
2 d. iT 1 
эй-=[-1],=-++(-1 


Rat xf "0173 + 


例 5.34 шиха щот, s a> 1 RR. 
А А 
解 чата, f dr = f dr m 


o 


lim [^£ = lim [Inz]! == lim Ine = оо, 
ent). T ө a 
所 以 广义 积分 发 散 . 
“qim, 
1 
lez 4<0, 
+œ, q>1. 
综 上 可 知 ; 当 9 < 1 时 ， ов E йй, HIT: 当 4 > 1 时 , 广义 
积分 | 3 жшк. 
өт 
ЭШ 5.5 
© 1, ETAT XIE КНЕ. MRN, ИШГЕ. 
of ies Of a of euo] 
Qe [zen in “зла e LEN 
о [рун © f'kaz e f jar: 
1 AES 
ao [Z= ар | E anf ——— Tw 
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第 六 章 。 定 积分 的 应 用 


在 上 一 章 中 , 我 们 讨论 了 定 积分 的 概念 与 计算 . 由 于 定 积分 的 产生 有 其 深 
刻 的 实际 背景 ， 因 此 ， 定 积分 的 应 用 也 是 非常 广泛 的 . 本 章 只 着 重 讨论 定 积分 
在 几何 及 物理 中 的 一 些 应 用 . 

利用 定 积分 解决 实际 问题 的 关键 是 ,如何 把 实际 问题 抽象 为 定 积分 的 问 
题 ,建立 定 积分 表达 式 . 下 面 先 来 简单 地 介绍 常用 的 一 种 方法 一 一 微 元 法 

由 定 积分 的 定义 及 几何 意义 可 知 ， 能 用 定 积分 表示 的 量 Q， 必 须 符合 以 下 
条 件 ， 

а) Q 的 值 是 与 某 个 变量 zx 的 变化 区 间 [a，6] 有关 ; 

(2) 如 果 把 区 间 [a，6] 分 成 若干 个 小 区 间 ， 那么 ,相应 于 整个 区 间 [a,6] 
上 的 总 量 Q， 等 于 相应 于 各 个 小 区 间 的 部 分 量 之 和 ， 即 总 量 О 对 于 给 定 的 区 间 
具有 可 加 性 ; 

(3) 相应 于 小 区 间 [z;-1，zi] 上 的 部 分 量 AQ,, 可 近似 地 表示 为 

AQ; = f(&)àz, (i =1, 2, n), 

ДР, Ал, = zi zu E EIE Za, x] 上 的 任意 一 点 , 于 是 有 


а = aq, DINA: 


而 Q = li Y еа, = Daz, 
e . 
其 中 А = max Az}. 

当 所 求 量 Q 可 考虑 用 定 积分 表达 时 ,通常 可 省 略 下 标 i， 用 区 间 [z，z + 
dr] 来 代 蔡 任 一 小 区 间 [zi-t，zi], 并 取 6; 为 小 区 间 的 左 端点 z. 这 样 ， 确 定 所 
RE Q 的 定 积分 表达 式 的 步骤 就 可 以 简化 为 : 

(1) 根据 实际 问题 的 具体 情况 ， 选 取 某 个 变量 , 例如 z 为 积分 变量 ， 并 确 
定 它 的 变化 区 间 [a,6]. 

(2) 设想 把 区 间 [a，6] 分 成 n 个 小 区 间 ， 任 取 其 中 的 一 个 代表 性 区 间 ， 并 
记 作 [z，z + dz]. 求 出 相应 于 这 个 小 区 间 的 部 分 量 AQ 的 近似 值 ， 记 作 aQ, 
" 

dQ = f(z)dz. 
称 f(z)dz 为 所 求 量 Q 的 微 元 . 
(3) 以 dQ = 7(z)dz 为 被 积 表 达 式 , 在 闭 区 间 [a，6] 上 作 定 积分 ， 便 得 所 
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жи Q 的 定 积分 表达 式 
а = усаг. 


上 述 方法 称 为 定 积分 的 微 元 法 . 在 下 面 各 节 中 ， 将 直接 用 微 元 法 来 讨论 一 
些 几何 、 物理 问题 . 


第 一 节 ”平面 图 形 的 面积 


一 、 直角 坐标 情形 


我 们 知道 , 由 曲线 y = f(z) (/(2) 20) RER r = a, z = b (a < b) 
与 z 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 A 是 定 积分 


A = Госа, (6.1) 


其 中 , 被 积 表达 式 f(z )dz 就 是 直角 坐标 系 下 的 面 > 
MMT dA, 它 表示 高 为 f(z). Ж dz 的 一 个 矩 
形 面积 (图 6-1). 

利用 定 积分 , 还 可 以 计算 一 些 比较 复杂 的 平 
面 图 形 的 面积 . q 

例如 ， 设 在 区 间 [e，6] E, f(z) 和 g(z) 均 mei 
为 单 值 连续 函数 , H f(z)> g(r), RHA у = 
f), y = glz) SER z = a, x = b (a < b) Bi 
围 成 的 图 形 (图 6-2) 的 面积 . 

采用 微 元 法 ， 步 又 如 下 : 

(1) 选取 横 坐 标 z 为 积分 变量 ， 其 变化 区 间 为 
[a, 6]; 

(2) 在 区 间 [a, Б) 上 任 取 一 代表 性 小 区 间 [z, т 
+ dr], 相应 于 这 个 小 区 间 上 的 面积 为 AA， 它 可 以 
用 高 为 /(z) = gx). RS dz 的 窄 矩形 面积 来 近似 代替 ， 即 

ДА = [f(z) - g(z)]dz， 


因此 ,面积 微 元 为 
dA = [/(z)- g(z)]dz; 
(3) 以 面积 微 元 dA = [f(z) - g(z)]dz 为 被 积 表 达 式 , 在 区 间 [a, 6] 上 
作 定 积分 ， 便 得 所 求 的 面积 为 


A = fuc - gaz. (6.2) 
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类 似 地 , 若 在 区 间 [c，d] E, eG) MYO) HA 
单 值 连续 函数 ， 且 p(y) < v), 则 由 曲线 zx = 
p(y), z= 更 (?) 与 直线 y>= c Ky = d (¢ < а) 
所 转 成 的 平面 图 形 (图 6-3) 的 面积 为 
A = |0) -p(y. (6.3) 

16.1 Rid y = x? 与 y=2-z? 所 
转 成 的 图 形 的 面积 

M. 先 画 出 一 个 草图 (图 6-4). 解 方程 组 

p = z, 


y=2-z, 


z 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 为 [- 1, 1). 在 
[-1, 1] 上 任 取 一 小 区 间 [z，z + ar], 与 它 相 
应 的 罕 条 形 的 面积 近似 于 高 为 [(2 - 2) - 
22], KN dr 的 罕 矩 形 的 面积 , 从 而 得 到 面积 
微 元 为 


dA = [Q - 22) - z2]dz = 2(1- z2)dz. 
所 求 的 面积 为 


A- faa - zar = {а = аа = [z - =] - 8. 


016.2 ЖЕЙ Жу = + бу = х - 2 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 


解法 一 先 画 出 一 个 草图 (图 6-5). 由 方程 y 


组 
M = 2, 
у= 2-2, 
解 得 抛物 线 与 直线 的 交点 为 (1， 1) 及 (4, 2). 
选取 横 坐 标 z 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 
[0, 4]. 如 果 在 上 [0,4] 任 取 一 小 区 间 [z，z + 
dz], 由 于 相应 于 这 个 小 区 间 的 窗 条 形 在 z € 
[0, 1] fi z € [1, 4] 这 两 段 中 的 情况 是 不 同 的 ， 
所 以 要 把 图 形 的 面积 分 成 两 部 分 来 计算 ， 最 后 加 起 来 就 得 到 整个 图 形 的 面积 . 
在 [0, 1] 上 任 取 一 小 区 间 [z，z + dz]， 面 积 微 元 为 
ЧА, = [Vz -(-Vz)]dz =2Vzdr， 


图 6-5 


所 以 
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л f2 zar = [$] -4. 
同 理 , 在 [1，4] 上 任 取 一 小 区 间 [z，z + az], 面积 微 元 为 
dA; = [Jz - (z-2)]dz， 
所 以 
" E 
л = 20р = [25 - 3e - T = 

于 是 所 求 图 形 的 面积 为 

A =л+А= 5.64323. 

解法 二 RAER y 为 积分 变量 , 它 的 变化 
区 间 为 [- 1, 2], 在 [- 1, 2] 上 任 取 一 小 区 间 [y， 
> + dy], 面积 微 元 为 

dA = [Gr + 2) - dy. 

所 求 的 面积 为 


A - f [G + 2) - »!1dy 


= [іи *2y- iX 
从 本 例 的 两 种 解法 可 以 看 到 , 解法 2 比 解法 1 要 简便 得 多 . 因此 , 适当 选取 
积分 变量 ,对 于 计算 的 繁 易 很 有 关系 . 
> 


例 6.3 umma + 3 = (a >0, б ne 


b>0) "—— MH 
解 mm TPS SH 6-7), 
所 以 椭圆 的 面积 


Ету е 


А = 4А. 
Et, A 为 该 椭圆 在 第 一 象限 部 分 的 面积 . 因此 Be 
A=4Ai = af sas. 
利用 椭圆 的 参数 方程 
Ë = асом, 
у = bsint 
及 定 积分 的 换 元 积分 法 ， 令 z = асои, Jl y = bsint, dz =- asintdt. x = 


0 时 , + = 至; 当 z = a 时 , + =0. 于 是 
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А 
А = ааг = s imc asint)dt = aab [sar 

= 4ab x Û x & = таб. 
显然 , 当 a = b 时 就 得 到 半径 为 的 圆 面积 公式 A = xa. 


二 、 极 坐标 情形 


某 些 平面 图 形 的 面积 ， 利 用 极 坐标 计算 比较 方便 . 
设 曲线 的 极 坐标 方程 为 ~ = r(9), 其 中 (0) 为 连续 函数 , a < 0 < p. Ж 
ا ا‎ 9 = a 和 08 = p RRG B BUE (E 6-8) 的 面 


` илеш. 

(1) 选取 0 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 为 [e,B]; 

(2) Ela, В) 上 任 取 一 代表 性 的 小 区 间 [0, 0 + 
90], 相应 于 这 个 小 区 间 上 小 曲 边 扇形 的 面积 AA, 可 
用 半径 为 z = r(0)、 中 心 角 为 40 的 圆 扇形 面积 来 近 
似 代替 ,因此 ， 曲 边 肩 形 的 面积 微 元 为 


dA - PAOLA Bes 


(3) МАА = FAD 为 被 积 表达 式 ， 在 闭 区 间 [a，p] 上 作 定 积分 , 便 得 
所 求 的 面积 为 


Am ff Eco». (6.4) au 
16.4 求 由 心 形 线 r = all + cos) (a >0) 
所 围 成 的 图 形 的 面积 . 9 3 z 


解 。 夯 出 心 形 线 所 围 成 的 图 形 (图 6-9). 这 个 
图 形 对 称 于 极 轴 ， 因 此 所 求 图 形 的 面积 A 是 极 轴 上 
方 部 分 图 形 面积 A, 的 2 倍 . 869 

为 了 计算 At， 取 9 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [0, x]( 当 0 = 0 时 ，r = 
2a; á 0 = кї, r = 0). 由 公式 (6.4) 可 得 


А = раа + eos0)?d0 = la + 2cosg + cos? 0)d8 
- ЕДЕ Ñ + 2eos0 + ад) ао 


= [36 + 2sin0 + 2800], = лаз. 
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习题 6-1 
1. 求 由 下 列 各 直线 或 曲线 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 
(Dy = 十 与 直线 y = z Kz =2; 
(2) y = xz? 与 直线 y = r Жу = 2z; 
(3) y = /z 与 直线 y = z; 
(4) 抛物 线 y? = z, z? = у; 
(5) 抛物 线 (y - 1)? = zx + 1 与 直线 y= z; 
(6) 曲线 y = zx? 与 直线 z+ =- 1, z = 2 及 工 轴 ; 


(7) у = sinz, у = cosz Kz = 0, z = 2: 


(8) 抛物 线 = zx? - 1 与 直线 = r+ 1. 
2. 求 下 列 参数 方程 表示 的 曲线 所 围 成 图 形 的 面积 . 
(1) z = асо“, у = asin (a > 0); 
= (2) z = a(t - sint), y = a(1— cott) (0 < t 2x, a > 0) 5 z $. 
3. 求 下 列 极 坐标 方程 表示 的 曲线 围 成 的 图 形 的 面积 Ca > 0) 
(1) r = 2acos0; (2) y = asin30. 


第 二 节 某 些 特殊 立体 的 体积 及 平面 曲线 的 缴 长 


一 、 平 行 截面 面积 为 已 知 的 立体 的 体积 


设 有 一 空间 立体 0, MFA z ШЕ а, b(a < 
b) 两 点 且 垂直 于 z 轴 的 两 平面 之 间 ( 图 6-10). t 

若 过 z 轴 上 任 一 点 z(a < z S p) ФЙ = 
轴 的 平面 ， 截 立方 体 O 所 得 截面 的 面积 为 4, N A 
是 x 的 函数 , 记 作 A(z)， 其 定义 域 为 [ae，5] 

设 空间 立体 0 的 截面 面积 函数 A(z) 为 已 
知 的 连续 函数 ， 则 也 可 用 微 元 法 求 得 立体 о 的 
BRV. 

(14) 取 z APER, 它 的 变化 区 间 为 [a， 
b]; 

(2) 在 区 间 [a, ó] 上 任 取 一 代表 性 小 区 间 
Са, т * dz ICE 6-11). 相应 于 这 小 区 间 的 小 块 
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立体 的 体积 ， 可 以 用 一 个 以 A(z) 为 底面 积 、 高 为 dz 的 薄 圆 柱 体 的 体积 来 近似 
Ка, ев 
dV = A(z)dz; 
(3) 以 dV = ACz)dz 为 被 积 表达 式 , 在 区 间 [a, 5b] 上 作 定 积分 , 便 得 所 
求 立体 п 的 体积 为 
v = [acoar. (6.5) 


例 6.5 证 明 半径 为 R BREDER aR. 

证 为 方便 起 见 ， 先 考虑 半径 为 R MERE, H 
过 球 心 O 作 这 半球 体 的 对 称 轴 ,把 它 取 作 办 (图 ۵ 
6-12). 

取 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 是 [0，R]， 在 区 к: 
间 [0，R] 上 任 取 一 点 z А, EHF + 办 的 平面 ， 这 UV 
平面 与 半球 体 相交 的 截 而 是 一 个 四， 加 的 半径 是 r = 
УК - =, 8612 
故 半球 体 在 点 x 处 的 截面 面积 是 Саа. 

A(z) = nr? = x(R? - x°). 
利用 公式 (6.5). 便 得 半球 体 的 体积 为 
Vi = festi = 2dr = [82 - T = due. 


从 而 证 得 半径 为 R 的 球体 的 体积 为 了 = 2V, = ко. 

例 6.6， 设 有 一 底面 半径 为 R 的 图 柱 体 被 一 
平面 所 截 ， 平 面 过 加 柱 底 加 的 直径 且 与 底面 交 成 y 
й a( 图 6-13). 求 这 平面 蕉 圆柱 体 所 得 立体 ( 枢 形 
体 ) 的 体积 . 

解 。” 取 平面 与 加 柱 底面 的 交 线 为 z$, 底面 
上 过 问心 且 垂直 于 z 轴 的 直线 为 y 轴 , BL, KM 
的 方程 为 


8 6-13 


х®+ у = R. 

如 果 用 一 组 垂直 于 z 轴 的 平行 平面 截 该 立方 体 , 则 所 得 的 平行 截面 都 是 直 

角 三 角形 ， 从 而 可 以 计算 出 它们 的 面积 А. 因此 , RIER z 为 积分 变量 ,其 

变化 区 间 为 [- R, R]. 在 [- 尽 ，R] 上 任 取 一 小 区 间 [z,，z + dz], iA EE 

直 于 = 轴 的 截面 是 一 个 直角 三 角形 (图 6-13 中 有 影 线 的 部 分 )， 两 条 直角 边 的 长 
度 分 别 为 y 及 ytana, 而 y = JR? - za， 所 以 它 的 面积 为 
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A(z) = Тулава = F(R? - z2)tana 
从 而 体积 微 元 为 
dV = A(z)dz = +(R? - z2)tanadz. 
利用 公式 (6.5)， 在 闭 区 间 [- R, R] 上 作 定 积分 , 便 得 所 求 立体 的 体积 为 


zu af Lre- 
v = | Адаг = f, FR -zanedr 
эк 
= Dune [Rr =F], = FRane. 
=. 旋转 体 的 体积 


旋转 体 是 指 由 平面 图 形 绕 该 平面 上 某 直线 旋转 一 周 而 成 的 立体 ， 该 直线 称 
为 施 转 轴 . 例如 ， 圆 锥 可 以 看 成 是 由 直角 三 角形 绕 它 的 一 个 直角 边 旋 转 一 周 而 
成 的 旋转 体 ; 球体 可 以 看 成 是 半圆 绕 它 的 直径 旋转 一 局 而 成 的 旋转 体 .一 般 地 
说 , 旋转 体 总 可 以 看 作 是 由 平面 上 的 曲 边 梯形 绕 某 个 坐标 轴 施 转 一 周 而 得 到 的 
立体 . 

现在 来 运用 定 积分 , 计算 由 连续 曲线 y = f(z), Ë > 
线 z = а, zr = b(a < 65) 及 z 轴 所 轿 成 的 曲 边 梯形 绕 z 
轴 旋转 一 周 而 成 的 立体 (图 6-14) 的 体积 . 

取 x 轴 为 积分 变量 ,其 变化 区 间 为 [a，, b]. Ela, 9 
b] 上任 取 一 点 z 处 垂直 于 z 轴 的 截面 是 半 和 色 等 于 y = 
f(x) 的 圆 , 因而 此 截面 面积 为 图 6-14 

alz) = xy! = xL FG. 

由 已 知 平行 截面 面积 求 体积 的 公式 (6.5)， 得 曲 边 梯 
形 绕 z 轴 旋 转 一 周 所 成 的 立体 的 体积 为 


у= [ras - [HEA Paz: (6.6) 


类 似 地 ， 可 以 得 到 由 连续 曲线 z = p(y), 直线 y = с, y 
= d(c € d) Ж y 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 
成 的 立体 (图 6-15) 的 体积 为 图 6-15 


Z " 
у= f wz2dy = [ zl e ау. (6.7) 


916.7 求 底 圆 半径 为 r, 高 为 的 圆锥 体 的 体积 . 
解 ” 取 圆锥 体 的 顶点 为 原点 ,圆锥 的 轴 为 z 轴 , 则 直线 OP 的 方程 为 y = 


大 ,而 圆锥 体 可 看 作 由 直线 = Fr, z = 0,z = h R z 轴 所 围 成 的 直角 三 角 
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Ж т 绕 轴 旋 转 而 成 的 (图 6-16). FÆ, WERKE y 
积 的 计算 公式 (6.6)， 得 此 圆锥 体 的 体积 


у= [юа = of (fe) @ = Ff rar 


例 6.8 HARANT +; = 1 所 图 成 的 图 形 


绕 z 轴 施 转 而 成 的 旋转 体 (旋转 椭 球 体 ) 的 体积 . 
解 ”这 个 旋转 体 也 可 看 作 是 由 上 半 椭 圆 = 


2 Ja — x B х RR EE a SE ETUR 


的 (图 6-1). 于 是 ,利用 旋转 体 体积 的 计算 公式 C 
(6.6)， 得 此 施 转 李 球 体 的 体积 为 


у= 5 
= «[ bu T) az 
= xj (a? - rarae mto 


= چو‎ (2 - Ayas = о [24 - = 
= 2 tf (a? - «®а = 2r [ats - ST 
= rabî. 


当 а = b 时 ,旋转 本 球体 就 成 为 半径 为 a 的 球体 , CHEBI na’. 

916.9 求 圆心 在 (6，0)， HEH a (b > a) 的 圆 绕 y 轴 施 转 而 成 (如 汽车 
轮胎 那样 ) 的 环 状 体 的 体积 . 

解 ” 贺 的 方程 为 (z - 6)2 + 2 = a. 
显然 ,此 环 状 体 的 体积 可 以 看 作 是 由 右 半 
圆周 rz = ó + Ja - y! 和 左 半圆 周 r, = 
b- Га у), PISARY =a, y= a 
及 y 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 绕 y 轴 旋 转 所 产 
生 的 旋转 体 的 体积 之 差 (图 6-18). cio 

利用 旋转 体 体积 的 计算 公式 (6.7)， 得 所 求 环 状 体 的 体积 为 


v, = f кадау f каву = | x(a} - ду 
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= «рь + Ja = yy - (в - fa = y» 
- 2x4 a= yî dy = вә Ма - уу 


2 
= в [2 a- у + бае 2T = 2xla!b. 


三 、 平 面 曲线 的 弧 长 


设 平面 曲线 弧 AB 的 直角 坐标 方程 为 

у= f(z) (a&z&t), » 

ЖО, f(x) Ela, b] 上 具有 一 阶 连 续 导 数 ， 现 在 
来 计算 这 曲线 弧 (图 6- 19) HMK. 用 微 元 法 : 

(1) 取 横 坐 标 x 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 各 为 


la, b]; 
(2) Æla, 5] 上 任 取 一 小 区 间 [z, z + dz], Ol“ 
相应 于 曲线 上 的 弧 段 MN HIAK As, 可 以 用 相应 men 


的 切线 段 长 度 | MT | XERE. HD 
As |MT|= /(dz)' + (dy = /1+ yidz, 
即 得 弧 长 微 元 ( 弧 微分 ) 为 
ds = VI+yadri 
(3) 以 ds = /1 + y ”dz 为 被 积 表达 式 ,在 闭 区 间 [a，6] 上 作 定 积分 , E 
得 所 求 的 弧 长 为 
sf eyaz. (6.8) > 
016.10 REHMA у = zi 在 z 从 0 到 4 之 问 


的 一 段 弧 (图 6-20) 的 长 度 . 
解 ” 取 = 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [0, 4]. 由 于 


i 1 
y = (zty = 4%, 


于 是 ， 由 公式 (6.8) 得 所 求 的 弧 长 为 


jx MEE PED (1+ raz 


-人 (1+ La) afa 24) 
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-ix2[[i«2:)7] = ao 76 - v. 
862 


1. 底 长 为 2a， 高 为 的 正 抛物 线 弓 形 绕 其 底 边 放 转 ， 求 由 此 得 到 的 旋转 
体 的 体积 (图 6-21). » 

2. Ry = zz 和 直线 y = z 所 围 成 的 平面 图 形 绕 z s 
轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 43 

3. R z+ (y - 2) = 1 分 别 绕 工 轴 和 > MERA 一 
旋转 体 的 体积 ， 

4. 计算 抛物 线 y = ar E x =b Ez = 6 之 间 的 Ben 
AK. 

5. 求 曲线 弧 = La? ns (< z<) 的 长 度 . 


ЖЕТ 。” 定 积 分 的 物理 应 用 


在 本 章 前 两 节 中 ,我 们 介绍 了 定 积 分 在 几何 上 的 几 种 应 用 . 本 节 将 介绍 定 
积分 在 物理 中 的 一 些 应 用 ,采用 的 仍然 是 微 元 法 . 


一 、 功 


1. 变 力 沿 真 线 所 作 的 功 

由 物理 学 知道 ， 如 果 一 个 大 小 和 方向 都 不 变 的 力 F 作用 于 某 一 物体 , 使 该 
物体 沿 力 的 方向 作 直 线 运动 ,那么 ， 当 物体 移动 一 段 距 离 04, 力 F 所 作 的 功 
为 


W = Fs. 
下 面 我 们 用 定 积分 来 计算 变 力 沿 直 线 作 功 ғ 
问题 . D Tari b F 
设 物体 受到 一 个 与 = 轴 平 行 的 力 F 的 作用 而 Ben 


¥ z 轴 运 动 , 并 且 在 z 轴 上 不 同 点 处 , 力 F 取 不 同 的 值 ， 即 力 下 是 zx 的 函数 : 
F = Р(х). 现在 要 求 物体 在 这 个 变 力作 用 下 , ¥ z 轴 由 点 a 移 到 点 6 时, 变 力 
F 所 作 的 功 W( 图 6-22). 

取 zz 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [a, 6], Ela, b] 上 任 取 一 代表 性 小 区 
间 [z，z + dz], Ж F(z) 连续 时 ,相应 于 这 个 小 区 间 上 变 力 所 作 的 功 AW, 可 
用 左 端点 z 处 的 力 F(x) 乘 以 位 移 dz 来 近似 代替 ,从 而 得 到 物体 从 点 + HERE 
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+ dz ЯНЕ AW 的 近似 值 F(z)dz， 即 功 微 元 
dW = F(z)dz. 
以 dW = F(z)dz 为 被 积 表达 式 , 在 闭 区 间 [a，5] 上 作 定 积分 , 便 得 所 求 
的 功 为 


" 
W = [F(z)az. (6.9) 


916.11 设 有 一 弹簧, 原 长 15cm. 假定 作用 SN 力 能 使 弹簧 伸 长 lem, Ж 
把 这 弹簧 拉 长 10cm 所 作 的 功 . 

解 ” 设 弹簧 一 端 固定 , 如 图 6-23 所 示 . 在 弹簧 未 变形 时 , 取 2 
其 自由 端的 平衡 位 置 为 坐标 原点 O. 

根据 虎 克 定律 ,在 一 定 的 弹性 范围 内 , 将 弹簧 拉 长 所 需 的 力 
下 与 弹簧 的 伸 长 其 zx 成 正比 , 即 

Е = kz, 
其 中 ,比例 常数 人 为 弹簧 的 弹性 系数 ， 它 可 以 由 已 知 条 件 来 确 
AE. 因为 已 知 z = 0.01m B$, F = SN, 故 得 
5 = &(0.01), 

k = 500 (N/m). 


即 
因此 ,弹簧 的 拉力 为 
F = 500z. 
显然 , 力 下 是 随 z 变化 而 变化 的 ， 它 是 一 个 变 力 . 
取 伸 长 量 zx 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 为 [0，0.1]. 利用 公式 (6.9)， 便 得 
所 求 的 功 为 


w = 人 soordz = эб, zdz = 2504 = 2.5 0). 
2. 抽水 作 功 10m 
在 生产 实践 中 ,经 常会 遇 到 抽水 作 功 的 问题 ， 它 们 虽 d 


然 不 属于 变 力 沿 直线 作 功 的 问题 ， 但 是 也 可 以 用 积分 来 计 
n. 


7m. 


例 6.12 ”修建 一 座 大 桥墩 时 先 要 下 围 图 , 并 抽 尽 其 中 
的 水 以 便 施工 . 已 知 图 图 (可 看 作 圆柱 体 ) 的 直径 为 20m, 
水 深 27m， 围 围 高 出 水 面 3m, 求 抽 尽 水 适 作 的 功 . 

解 ” 取 坐 标 系 如 图 6-24 Bom. 图 624 

仍 采用 微 元 法 : 

(1) 取 距 离 围 图 顶端 的 深度 z 为 积分 变量 . 由 于 围 图 高 出 水 面 3m, 要 把 转 
图 中 的 水 抽 尽 ， 则 z 的 变化 区 间 为 [3, 30]; 
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(2) 在 区 间 [3, 30] БЕЛ (=, = + dz], 相应 于 这 个 小 区 间 上 ， 
由 深度 z 到 z + dz 的 一 薄 层 水 的 体积 为 xl10?dz, 其 重量 为 pgxl0?dz(p 为 水 的 
密度 ). 把 这 薄 层 水 抽出 围 图 外 , 需 提升 的 距离 可 近似 地 看 作为 x， 所 需 作 的 功 
AW 近似 于 (pgx10*dz )z， 即 得 功 微 元 为 
dW = l0 zpgrdz; . 
(3) 以 dW = 10?rpgzdz 为 被 积 表达 式 , 在 闭 区 间 [3, 30] 上 作 定 积分 , 便 
得 所 求 的 功 为 
w онаа = 10'2xpe |] 
= S0rpg (30° — 32) = 4.455 x 10*xpg = 1.372 x 10*(]). 
(水 的 密度 p = 1 x 10 kg/m). 
例 6.13 盛 满 水 的 贺 锥 形容 器 尺寸 如 图 
6-25 所 示 . 若 将 容器 顶部 以 下 6m 深 的 水 全 部 抽 
到 顶部 上 方 5m 高 处 的 水 箱 内 , 求 所 需 做 的 功 . 
解 ” 若 取 y 轴 在 水 平面 上 , 以 圆锥 的 中 心 为 
工 轴 ( 铅 直 向 下 为 正 ), 则 建立 坐标 系 如 图 6-25 所 
ж. 于 是 ,过 点 A(0, 5) 和 B(6, 0) 的 圆锥 母线 
的 方程 为 


即 
у= (6-2). 

采用 微 元 法 : 

(1) 取水 深 z 为 积分 变量 ， 要 把 水 全 部 抽 完 ， 其 变化 区 间 为 [0，6]; 

(2) 在 区 间 [0, 6] 上 选取 一 代表 性 小 区 间 [z，z + dz], 相应 于 这 个 小 区 间 
+, 由 深度 = 到 z + dz 的 这 一 薄 层 水 的 体积 近似 于 xyzdz， 重 力 近似 于 
pg y! dz Cp 为 水 的 密度 ). 把 这 薄 层 水 抽 到 圆锥 形容 器 顶部 上 方 sm 高 处 的 水 箱 
A, 移动 的 距离 近似 于 (x +5), 所 需 作 的 功 AW 近似 于 xpgy*(z +5)dz 即 功 微 
元 为 


dW = xor + 5)dz = Sinpe(6 — z)*(z + S)dz; 


(3) 以 dW = xpgy*(z +5)dz = 25р (6- =)?(z +5)dz 为 被 积 表达 式 ， 
在 闭 区 间 [0，6] 上 作 定 积分 , 便 得 所 求 的 功 为 


25 +e esa 25 
w = reef (6 = eG + Spar تک‎ 1 ons 
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š FEET = u?)du 
Та ЖОЕ o El 
= 2res [u - ri Т = 3.25 x 10?rpg 
2« 9.996 x 105(]). 
=. 水 压力 


由 物理 知识 知道 ,在 水 深 h 处 的 压强 (单位 面积 所 受 的 压力 ) 为 p = pgh, 
这 里 p 是 水 的 密度 . 如 果 有 一 面积 为 A 的 平板 水 平地 放置 在 水 深 处 , 则 平板 
一 侧 所 受 的 水 压力 为 

P = pA = pghA. 

车 此 平板 是 铅 直 地 放置 在 水 中 ， 即 平板 与 水 面 
ER, 则 由 于 在 深度 不 同 的 地 方 ,水 的 压强 也 不 同 ， 
也 就 是 说 , 压强 随 水 的 深度 而 变化 . 因此 , 求 平板 
一 侧 所 受 的 水 压力 就 不 能 简单 地 利用 上 述 公式 , 而 
项 用 定 积分 来 计算 . 

例 6.14 有 一 等 腰 梯 形 阅 门 直 立 在 水 中 , 它 的 
两 条 底 边 各 长 3m 和 2m, 高 为 2m, 较 长 的 底 边 与 水 
面相 齐 . 试 计算 阐 门 一 侧 所 受 的 水 压力 . 

解 ”选取 坐标 系 如 图 6-26 PR. 

我 们 仍 采 用 微 元 法 ， 

а) 取水 深 z 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 为 [0，2]; 

(2) 在 [0, 2) 上 任 取 一 代表 性 小 区 间 [z,，z + dz]. 等 腰 梯 形 上 相应 于 这 个 
小 区 间 的 窄 条 上 各 点 处 的 水 深 可 以 近似 地 看 作 相同 ， 且 为 x， 则 压强 近似 于 
pgri 这 窗 条 的 面积 近似 于 2ydz， 因 此 这 罕 条 一 侧 所 受 水 压力 AP 的 近似 值 ， 
即 压力 微 元 为 


dP = 2ggzydz. 
下 面 我 们 来 根据 已 知 条 件 ， 找 出 z Жу 之 间 的 函数 关系 . 由 于 直线 过 点 


в[о, 2) m со, 1), 得 直线 BC 的 方程 为 


即 


因此 ,压力 微 元 为 
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dP = 2евх| 2 - | dz; 


(3) 以 dP = 2pgz| Š - 2) ax 为 被 积 表达 式 , 在 闭 区 间 [0,2] 上 作 定 积 
分 ， 便 得 所 求 的 水 压力 为 
3 3 2 
P = [eel 4) ае = э] — n 
3 À sË 4|_ 14 
an 32 - 527) = (6-5) = e 
224.57 x 10*(N). 

例 6.15 ”洒水 车 上 的 水 箱 是 一 个 横 放 着 的 酉 国 
Elk, 尺寸 如 图 6-27 BUR. 当 水 箱 装 满 水 时 ， 计 算 
水 箱 的 一 个 端面 所 受 的 压力 ， E 

解 ” 取 坐标 系 如 图 6-28 所 示 ， 则 精 加 中 心 在 坐 “ 
标 原点 O(0, 0) Ж. 长 轴 在 y 轴 上 , KF a = 1; 


短 轴 在 z 轴 上 , RIES 6 = 0.75. TERT RE Ben 
为 
: oa 
GutkTS 

即 ر‎ = 1-1б. 

采用 微 元 法 : 

(1) 取 z 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 为 
[- 2:2]; ГҮ 


《2) 在 [- 3. 3 ] etm вме, z + az). 精 图 平板 上 相应 


于 这 个 小 区 间 的 窗 条 上 各 点 处 的 水 深 近 似 于 z + 闻 ， 压 强 近似 于 pg | = + $), 
这 府 条 的 面积 近似 于 2ydz. 因此 , 这 窗 条 一 侧 所 受 水 压力 的 近似 值 ， 即 压力 生 


元 为 
аР = 2ев| z + 2) dz = )م2‎ ± 3] f1- atar; 


G) 以 dP = 2pe|z 3] f1- rdr 为 被 积 表达 式 ， 在 闭 区 间 
[- EFER, 便 得 所 求 水 压力 为 


Lb Mb SAL * 189 · 


3 
Р» f 2| z+3) fi- Mas 
Е 
16 3 f 16.2 
- Ë Karar + Эш afya 1- gr dz 
- au 人 1- бла. 


+= = sir, 则 dz = З совгат, Hz = 0 时 , (= 0; 当 = 号 时 , := Z. 
FH, 


4Mo«zei Шо<< Tn, 


ed mE = 3 this 


29; xx. 5. 
r хрх 2 = 1698" 
221.7 x 10*(N). 


习题 6-3 


1. 已 知 将 弹簧 压缩 10m 时 需 力 2kg， 现 将 弹簧 压缩 sm， 需 做 功 多 少 ? 

2, 一 个 半径 为 R 的 半球 形 水 池 ， 池 中 盛 满 了 水 ， 求 将 全 部 池水 抽 到 它 的 水 
平面 高 为 h 处 的 水 塔 内 所 需 做 的 功 . 

3. 有 一 圆 台 形 的 桶 ， 盛 满 了 汽油 ， 福 高 为 3m， 上 、 下 底 半径 分 别 为 Im 及 
2m， 试 求 将 桶 内 汽油 全 部 吸 尽 所 耗费 的 功 (汽油 的 密度 p = 0.8 x 10?kg/m?). 


4. 有 一 半圆 形 的 水 珊 ， 其 半径 为 R， 当 水 满 时 ， 闻 所 -g 

受 的 水 的 压力 是 多 少 ? e 
5. 边 长 为 Sm 的 正方 形 薄 片 直 立 沉 在 水 中 ,其 一 个 顶 

点 位 于 水 平面 而 一 对 第 线 与 水 面 平行 ， 求 薄片 一 侧 所 受 

的 压力 (图 6-29). 图 6-29 
6. 一 抛物 线形 平板 竖 直 沉 入 水 中 间 它 的 顶点 沉 到 gg. 


中 水 面 多 少 米 处 ,， 板 的 一 侧 所 受 水 压力 为 3 ү; 吨 (图 
6-30). 


图 6-30 
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积分 表 


(一 ) 含有 ax + b 的 积分 
1. [= Lalesysl+c 


2. |(az + 6)rdr 


moe Жу"! EC (2-1) 


3. jz = (az + 6 anlar + 8|) + C 


А 
+ {as = [Je c? оа +) аазы] c 


arb 
于 

э Гау = rG 
2.2.4 

6 Јас 5 Мы 


т. | es = (lal ac ote zt) c 


ar +8) 
А 
ЖИР EC J 
Ит Blar +0 - ваја + bl- E) c 
NE dt 
° Jator T Mari) м” |с 


(=) 含有 V ax + b 的 积分 


10. | Jar bdr = Z Jaz +B +С 


11. fe Jaz baz = удо - 26) Jlar FBP + C 


12. fa? Jaz ods = (150z? = 12abr +86?) (ar TEP +C 


зз. | === = ае) Jar +b c 


az +b 


2 
a. [—___ ВЕКЕ 2 
1 [x 1256, Sabz + 802) Jar +b + C 


da ae] 
[A in A Wu 
Tue [а , с (<0) 


Latt aji‏ ہے عف 
EN dr 2z Jars‏ 


۹ 


16. 


积分 表 * 191 * 


azt6 = EN 

7. [7 de = 2 fart + | - = 

arta, -- LEE а 
zi = 2) = 


) 含有 x? z а? 的 积分 
19. Er = bau 2 + С 
dz l. = 22-3 dz 
Tig E. xen аа ran * 2(я- vel crie 


) &Ж ах? + bla > 0) 的 积分 


Jem [$ +c (>o) 


я] =» 
۴ === 全 :和 过 
“yer dass ara d 
23 е = la + bl + C 
i-i 
E ila 
И SA ТАРЕ". ЖЫ 
25.) сав) MP Tart rel o 
x 3 
±) +b) br bla +b 
ds) laid. 
7. | Kar +8) ° ze zc 
з. [=з =s ya Ses J 
(ах? + b) 2b(ar! + Ь) 2bjax'*b 


(E) 含有 ax! + bx + c. (a > 0) 的 积分 
mam EÊ + C (8? < 4ac) 


29: J + Fw 
Ttc. Wa 
eon +C (0? > 4ac) 
Wax" aas tbt P dae 
— ow ES uc 
зо. [түгү = donde + be eel f rss 


A) 含有 V x+ az (a > 0) 的 积分 
щ(х+ Ма) +С 


з. 
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dr £ 
—— s —=—+c 
JG» uei 
33. |——®—ах= Jta + C 
+c 
JG + а?) Ма? + а? 
n à 
35. Jed (r+ Маа) +С 


La 
36. Liz = туз Ман) с 
37. ^at —.c 
39. | Jat atd = + тка} н а + ажа) +С 


40. | VFF adr = Rh esa!) [a к а} + 

goth + asc 

а. |: rare } Мау + c 

4. |a? JF aède = RP ran Fra- (r+ JFT) + C 


з 
а | Bas = латро аса, о 


à y 
4. i EY M = +a)+C 


(七 ) S8 /x'- а? (a 0) 的 积分 


(+ 


pr v 
45. TER ees Vai-al+c 


+с 


q wm 
S-a а هل‎ 
47. | ЕРЫ 


积分 表 * 193 -+ 


аја Л 
Ka. = фо? - se) [27 + ehl e [lnc 
x Jz aid = GI. c 

э [3796 фале 0. 079: 
-ao ГА + awam TT + C 

ааа, „|, اکل‎ +c 


Zr. 
= аі: = 5 


(A) S8 Ja? - х? (a > 0) 的 积分 


70. 


л. 


aT Zar = Esai - 2x0) Ka gê + Gatarina + C 
шы ITE. c 

we Ww‏ ر ي 

| و گا‎ Лр + ah 20,6 

FEF Là 
: т 


tds = 一 


r.c 
° 


.194 < 实用 高 等 数学 


(A) 含有 /+ ax? + bx +c (a > 0) 的 积分 


73. 


м. 


75. 


76. 


т. 


81. 


82. 


AES be eria after |+ € 
Jar + hz + cdr = FÊ Jaz + br +e + 
zn | aac + 6e 2a Jaf rie ecd C 
— /rr 


Var? + bx +¢ 
nlar + 6 + 2a Jarî rar velt C 


na 
die. 2ar-b ‚с 
e + br- ar? £ М + дас 
EP = ы = e + bz — ar + 


b? + дас وی‎ 2406 
em m 


£l capud fork a4 E aas ҮЗ И 

CITE SNCS а ла? 

E [+ Z8 m бу = alt = x) 的 积分 
Etdr = (2-b) |24 + 

-adt / Tz aT + ИТТ) +c 


"n ааа) [аа а + Co- aarin [24 +C 


= 2arcsin | 2 + C 
b-a 


—- — 
М аф = z) 
Ма mar = а GTI + 


“+С (<) 


—) 含有 三 角 函 数 的 积分 


sinzd: cor C 
usrdz = sinz + C 


tanrdr =- In| coax | + C 


. Jeotzdz = lal sinz |+ С 


积分 表 ` 195 · 


87. |seczdz = In| secz + tanz | + C 
88. |esczdz = Inlesz = cotz | + C 
89. |е гбх = tanz + C 

90. [сес хіх = – cotz + C 

91. [secztanzdz = secz + C 


92. [cscrcotzdz =- cer + C 


2 


эз. [izde = & - Tama + C 


ша —— 

100. | пагонах =- zry posla + В) -3a ууоҗба - b)z + C 
101. snarsnirdz =- zc уза + b)z + эг. gela = b) + C 

102. foosazcoshrdz = тг ejna + 5) + zc I ууа -5)х + C 


aun +o 


dr 2 à» 
103. | sz маза mE + C G6» 89 
M CILE 
104. = In +С (а <?) 
a bsinz 


sms Лай 
105. [一 此 一 = 一 一 ean а.) 6с ) < ы) 


a*bcez ” a+b Ya-b 


二 rer E E Jib 
"ja*bcsr a*bYb-a P 


ж _ ја+ь 
2 b-a 
LL decl D US E 
in. a?os? + bšsin?. ab. (2 |+с 


108. 


ME QUE zl 
aco xz — bsmz ° 2ab"|btnz 


109. |=snardz = ах - Tzeosar +С 
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121. 


2.2 a+ C 


H 
zarin 24: = Farsin Z + EG? +24?) faa - + C 


3 
arcos dz = лапою ~ Ja? -= zè + C 
"c 
Zap. [2 تھ‎ ml йгъ 
arcos dr (£ 2^) arccos & 4 +c 


3 
zaron dx = Z arccos $- L(a? 2a?) Ja zê + C 
arctan Ždz = zarun T - (а? + z) + C 
zaran йт = (a? + ua Z- fz + C 

з 


› 
Masa РҮ ЛЕЙН p aq 2 
zaren dz = Taran 2 - x! + fola! a!) + C 


(+=) 含有 指数 函数 的 积分 


122. 
123. 
124. 
125. 

126. 
127. 
128. 
129. 


130. 


adz = pha + C 


积分 表 


+ 197 > 


131. 


136. 


含有 对 数 函数 的 积分 


Inrdz = zlnz - z + C 


Zi -nlnrlyc 


lar 


zolardr = — 


n+” 


(nz)"dz = x(n)" ~ п ав) 


1 
n+l 


(ie 


(«e 


(nz)rdr = Lat dax) - an (ал) ar 


(十 五 ) 含有 双 曲 函数 的 积分 


137. 
138. 
139. 
140. 


141. 


shzdz = chr + C 
chzdz = shz + C 
thrdr = Inchz + C 
hade =- F + aha + C 


Hrd = $ + аг + C 


CEA) 定 积分 


142. 


143. 


144. 


145. 


146. 


7 cosnzdz = |7 sinnzdz = 0 
" cosmzsinnzdz = 0 


0," 
”coamrcosnrdr = [ "t 
Omn 


` sinmzsinnzdz = { 


Lanmrsinmrdz = | cmrcosnrdz 


7.1, = рема = [ea 


实用 高 等 数学 

($$ (nm 为 大 于 1 的 正 奇数 ), = 1 
l.x x 

“十 至 (nm 为 正 偶数 ),1。 = £ 
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常用 平面 曲线 及 方程 


1. 概率 曲线 =e (a >0). 2. FILER 22+ 六 -3azy=0. 
> 


' £ r. 4 
3. NA zl. ma). 4. 伯 努 利 双 纽 线 r?= adop. 


z 7 a(1 sint), = асоёг, 


у=а(1- cost). 


s. ma | 6. паноњ |7 


= asint. 
» 


7. DIES r= а(1+ совр). (кеаби); 


> » 


(t т Peasy) 


(sint ~ toost). 
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9. 阿 基 米 得 螺 线 r= a0(r >0). 10. 三 叶 玫瑰 线 r= asin38. 


( P 


11. 四 叶 玫瑰 线 r= acos20. 12. 双向 电线 r= 名 (>0). 


) ra: 


13. 对 数 螺 线 r= 2(a >0) 


م س 


o ج‎ 


习题 答案 


习题 1-1 


(DE; (2) Ж; (3) 否 ; (4) 否 ; (5) №. 


4 


га [- $, +]; oce 1 U (1, 2) U (2, «es 


3 


(3) [-1, 1]; (071,0: (5) (-1, 0 U (0, + eo); 


ө [o +]: о (£s 524] кєл» 


(8) (2kx, (2k + 1)x) (k € Z). 


. (Dy = Vz+1+1, 定义 域 [1, + 0); 


(2) y = lez- 1, 定义 域 (0，+ ©) 
(3) y = ECT, EMC oo, - DU (=1, +9); 
(4) y = x — мет, 定义 域 [- 1， 1]; 

(5) y = Ela" - a), REM oo, + ©). 


О) y = uS, u = sinu, v = 8z + 5; 


(2) y = tanu, 

(3) у= a", u 

(4) y= v3*3, v = tanw, w = 522 + 7; 
(5) у= inv, v = Jw, w = 2+1; 


(6) y = lgu, u = arctanv, v = Jw, w =1 + 22. 


28H12 


. (1)0; (2) 2; (3) 极限 不 存在 ; (4) 极限 不 存在 . 
. (1)10; (22; (3) - 4; (4) 不 存在 . 


. lim f(z) = 
E 


° lim f(z) = 0, уа) FEE. 


2 
00,3, 77. 
. imf Cz) 不 存在 , limf(z) 
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өз 


ص 


n 


"on 


^ 


Bo 


3813 


. (1) 无 穷 小 ; (2) 无 穷 大 ; (3) 无 穷 小 ; (4) 无 穷 大 . 
. (1) z 一 1 时 是 无 穷 大 ，z 一 - 2 时 是 无 穷 小 ; 


(2) = 5 HERIK, т 一 0 时 是 无 穷 小 ; 

(3) z 一 0 时 是 无 穷 大 ，z 一 1 时 是 无 穷 小 ; 

(4) z 一 0 时 是 无 穷 大 ，z 一 + co 时 是 无 穷 小 ; 

(5) z 一 0* HERIK, x 07 时 是 无 穷 小 ; 

(6) z = 0° 或 x 一 + oo 时 是 无 穷 大 z -> 1 时 是 无 穷 小 . 


. (0; (20; (3)9; (4)0. 


3814 


W-s O5; Qo (4) 1; (5) + os 


(6) 1; 06 02 (9) 1; (шо 
(11) 1; (12) 0; (13) 2; (14) 0; (15) 0; 
0932; (17) - 1; agi. 


саро Ou Gli у c 08, 


(6) -2V3; (04/5: (8) 2; (9) 0. 


а= 1, 62-1. 


习题 1-5 


DE; Me o3; o ou (09 0l 
. Des Des Ge (e Ge (c 


(7) её; (8)é; (91. 


2, oi ayl zo. 
O25 0) 2+ 03) 2+ (4) -2; GO (6) 3. 


习题 1-6 


.k= 2. 
О) 不 连续 ; (2) 连续 . 
. (D = = 0, 可 去 间断 点 ， (2)z = 1, RRMA; 


(82. 


习题 答案 * 203 + 


S 


> 


^ 


з 


.q- 


3_, e 13 £ 
. (1)2z; (2) um (3) эт! (4) 5 zu (5) 67 


= 2, 无 穷 间断 点 . 
(3)0; (4) 1; 


G) z = 1 可 去 间断 点 ; 
1+е 1 
as G) - J: 
Gi 6-2 (7) 245, (8) -1. 


3824 


‚@)4+Мм; (2)4; (3) 2to+ At; (4) 2to. 
. (Das Og G-À: (0 = sine. 
. (1) = f (zo); (2) 2f (z0); (3) (a + Б) (zo). 


19.4. 


ees re 
(б ys C mugs 


b ddr 法 线 方程 为 er +y- (® -1) = 0. 


(5. i) l-4 ài * 
. 连续 但 不 可 导 . 
习题 2-2 
d 35. = = 
. 0) 152* -2; 0) 242-5 Ez | 
G) >= -3- rs (я) Qr +3)snz + (2? + 32 + S), 
(5) (à n$; (6) 40*1n40; 
(т) 14 шы ыы, ву laz, 
(9) er[(z3 + 32?)sinz + zcosz]; 
EN, NUS 
00 er + 17" 
Oy ao 2, 2, 
Eo Py 
G) F(0) = 5, 70) = 1, (4) f(4) =- is. 
- (1) 20(6z + 5)(3z? + Sz + 6)'5; (2)3kcos(kz + b)sin (kz + b); 


(3) 3e; 


1 
4) ل‎ 
4J1l+zrz Ji+ Jl+ z 


+ 204 ` 实用 高 等 数学 
2sec[ln(2z +1 
(5) - TG (в) 22 7л. 
(т) 100422 + 62037024 + 327 + 5), 


(х* + 322 + 5)? 


(8) a*[cos(3z – 2) па — 3sin(3z – 2)]; 


andos L 
(9) -—r 
= 


a*lna. 


Pd 
ds -1 


аз сыркат? 


EPET кыты. +1 
8Vz (z+ Jz da fz+ fz 


БАЯ 
m зуга += 


(19) Мат + 22, 
Qu) - 2(sinz + zeosr)， 


sz o ^ 


а) - 


аз) 


(16) 


a>; 

Q3) ; 

Q5)- 2. in Inz?; 
z 


Gn Pm 


(29) 3 LM az = 


lz 


(з) 


PX 
1 


33) ————— 


(35) 2zarcsin2* + 2227182, 


Ла 


(36) 5cos5z + 5sin*zcosz + 5z*cosz?. 


denis o0 (4) +. 


4. (1(0; (2)- 


21-2) _. 
a9 Тт ala +=: 
1 
02) ——— 

zyV1-lmz 


E 
(14) - 1*5 


21, рш, 
1+4 


(20) 3cos3zcos2z - 2sin3zsin2z; 
(22) - = 


a8) 


322 + пх. 
aur peru 


(26) tan; 


(28) 221(6 + 217; 


alzi 


30 ي‎ 
M ead 
(32) "hO 


1+ z+ z*° 


(34) e*(Insinz + cotz); 
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104-15 (2) а=; 
(3) - 2sinz — тооз; (4) - 2e costi 
($ -— [E 
(a? - за)? 
(LD, (8) 2d лангу 
(9) а, (10) 2artanr + 122: 


(11) - 2cos2z + Inz - 20 
z 


(13) 2ze” (3 + 222); 


2. f"(2) = 207360. 
Qus QOzntss[22 0-03]; o cor zs 


c 1(i-i)i(i-2-1(i-5 ETT 


MN 
4 


= lnz +1 
(6) e'(z +n). 


-2 
10:35 @ ==; ož T Q) - 


у? -ar Ten? Tm‏ ا 


2. матаж уба 


sin(z + у en x). 
3. D ае e» iP Ci ESIS 


G) - 2002 ke ais (0-5 


0, 法 线 方程 为 z -y= 


4. w [zl mrt т) 


(2) -到 (emzz)= 引 ce 于 manzz - Bot Zee]; 
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av] z-S [ 22 1. 
5025 5022 +2) 


Laia 1 4 ij 


(= +1)5 i242) 3-z z +12 
cost — gsing 
1 — sinê - bcos6 


@ 
5. (D Br (2) 
6.4/3 - 2. 


. а) 切线 方程 为 2/3z + y- 
(2) 切线 方程 为 x+ 2y - 4 


= 0, 法 线 方程 为 /2z -4y -1 
,法 线 方程 为 2z - y 一 3 = 0; 


з 


(3) 切线 方程 为 4z + 3y – 12а = 0, 法 线 方程 为 3zr - 4y + ба = 0. 
b 


= 


са); @- G) $e". 
т a 


习题 2-5 


1. M Az = 1 时 , Ду = 18, dy = 11; 


М Дх = 0.1 时 , Ду = 1.161, dy = 1.1; 
38 Ах = 0.01 Bf, Ду = 0.110601, dy = 0.11. 
2. -二 + 二 ja (2) (зи2 + 2zcos2z)dz; 
P 
EI = 
(3) (2? +1) laz, (а) lar; 
(5) 2(1 + dtd; (6) er*[sin(3 — z) ~ cos(3 - z)]dz; 
,ع‎ -1<:<0 
(7) dy = ; 
- 9, 0<z<l1 
Ji- 2? $ 
(8) 8ztan(1 + 2z?)se (1 + 2z?)dz; 
(9) - “яз (10) Awcos(wt + g)dt. 
3. (D 2z+ Ci (2) «C; (3) sint + C; (4) = Lesar+ Ci 


(9 (1+) +С: (6) -betc (7)2/т+С; (8) un 
+C. 

4. (1) 1.025; (2) 0.8747; (3) 1.0174; (4) 0.005; (5) 0.795. 

. 251.2em?. 


的 


JASE * 207 > 


° 


“s 


ө 


° 


го [-=, 1]sti, + =) жаис 


2834 


«Qu D3 D-8; woes G-T 


(O01: 05 (8)2; (9) 1; 006. 


-Q)-15 (2)3; (0; (00; (5) + ә; (61. 
Od Oe (3) - 4: 015 00 


(6) 1, M1; Oe; o; aot 
L, А ; ; 1. 


3832 


. (1) (0, + оо) 为 单调 递增 区 间 ， 


(2) (- 9, 11 与 [3，+ ©) 为 单调 递增 区 间 ，[ - 1, 3] жй; 
c» (о, 3 Jusim, [1, + =) mimm 
(4) (= eo, 0) 为 单调 递增 区 间 ，[0，+ со) 为 单调 递减 区 间 ; 

(5) [o, 2] [57, ок posita, [A FNM; 
(69 o. 1) ERIT, [1, 2) жик. 


аз 极 大 值 /| - 1) = 12, nu jo) = - 3; 


(2) 极 小 什 (C 1) =- Ê, 极 大 值 /(1) = 2. 
(з) 极 小 值 /(0) = 0, 无 极 大 值 ; 
(4) BM (e) = e, FKM. 


[Lisa 
ш, 极 大 值 /| 二 | = 256, KM уп) = 0; 


(2) (= œ, - 1] 5[0, 1] 为 单调 递减 区 间 ，[- 1, 0] 与 [1, + о) 为 单 
调 递增 区 间 , 极 小 值 fK(- 1) = f(1) = - 1, 极 大 值 f(0) = 0; 


(з) (2, ва 2) € 2) 为 单调 递增 区 间 ， вив, 
(4) C =, + ©) ARR, ER. 
2833 


. (1) 最 大 值 (22) = 13, 最 小 值 f(t 1) = 4; 
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(2) 最 大 值 (3) = 5, RIE (C 5) -- 56s 
(3) жало = 8, 最 小 值 f(8) = 6. 
3. Bog z2L-, gp 2L 


[fr 


s 
4. 36 -/6)вт. 


а 
55 
4 
6. rR? 
зл" 
7. y 2- 22 +6. 


习题 3.4 

1.0)8; (2) МҸ; (3) №. 

го) [- o, 5) а, ($, + ува, gag, 29); 

(2) (- ә, Š 5(1, + o) fà, C7 1, DIM, 88854 (—1, In2), (1, In2); 
o (- ®, +m, ($, +), saft, e). 
3. a 5-3, BAXO, —7), ARAI =, D, PIERII, + e). 
. (Dz = 1 及 z = - 1 为 铀 直 浙 近 线 ，y = OXUKNDEAL: 

(2) z =-1 ЖИК, у = 0 为 水 平 源 近 线 ; 


(3) z = 0 为 铅 直 渐 近 线 ，y = 0 为 水 平 渐 近 线 ; 
(4) z = 0 为 铅 直 渐 近 线 . 


ө 


a 


3835 
1. (1) ds = 4921 612 +242; (2) ds = /T+ dz; 
(3) ds = Lima (4) ds = 2a efie 
= 2 10; = ate ttai 
2. W) K = 2/10; QK-2 G)K = [° ate 局 


3. W R = 53, Q)R-2 (зук = 56, MOR =A, 


2 -2.3 
02, -二 oj 处 , R 223, 
. 5837N. 


as 
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习题 4-1 


2,3 
1. (D ĝa? +22 +C; 


4 


61 1 
G) 325 - 32! + С; 


(5) In | z |+ arctanz + С; 


(7) C; 


Te 
[FS 
(9) - cotz -2z + С; 


yt 
-4*+7. 
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ау Дажа с: 
G) $inlsz - 31+ С; 
(5) -eoBz + Ci 
0i 228+3+ C; 
o-i:15 

a) -е +C; 


+C; 


азу (вз) + Ci 
(15) exl C; 


(17) = tank + С: 
т 


zl h 
110 * G; 


工 10-3 
(19) С De 
2 E 
(21) 3 arcsinz)? + C; 
1 


Q»- arcsinz. 


*C; 


(4) sinz + созт + С; 


$t.T. E 
(6) 125 + 7 + ©з 


(2: - aii] + C: 


gie а 
(10) P 一 arcsinr + C. 


1 3 
(2) - 2)2 - 32)? + С; 
(0 = eet + Ci 
(6) = Pinleos(2z = 5)1+ Ci 
(8) Iia + 2) + Cs 

i А 
(10) (2° +1) + C; 
(12) — cose" + C; 

2 3 
(4) $1 + Inz)? + C; 
(16) 2sin Jz + С; 

dl 

(18) - a il + C; 
Q0) d Grcanz? + Ci 


(22) 2 /1 + tanz + C; 


+ 210 ° 实用 高 等 数学 


Q4) Êz + einn + intr + Ci 


(25) {иал -unz+z+Ci — (6)un2 +C; 

Q7) Tarctan(27 — 3) + Ci (28) Inlcosz + sinz | + C; 

o» - 5 +С G0) ab c. 
sim 


2. (1) 2(Vz - nlt /z1) + CG; 
O) $ T3» - Ye +2+3ml1+ Yz+2|+ Cs 


` (3) 6(yz = arctan Ўт) + Ci 
(4) V2z +1 +25722 1+1) +С; 


(5) 2arcsin $ - 5 J4 2 + С; 


272 
了 کے‎ 
© Fly |+ © 
Y 
(зу -LEER uus с, 
(8) Зао + Ja? +9) + Ci 
К бы — жш А 
9 in TF, 3| * G: 


(10) /2*-2 —— + Ci 
ang 95 74 - dlnl3z + J9z1-4|« с; 


(2) Jz? +22 +2 - Inl /(z &1? -1+ x +1|+ Ci 
3х. 


l.c, 


1 
(13) 7zarctan 
5 
(14) №1322 + 7z + 11] C; 
22-1 


(15) arcsin +С. 


3843 


1. (1) ~ zcosz + sinz + C; (2) z(Inz - 1) + C; 
(3) e*Inz + C; 


(4) zln(z + Jz? +1) + Ма 14 Ci 


习题 答案 “21+ 


(з) Lacan - F + pin + z) + Ci 

(9 1022 - Dogz + 1{ z: - Sa + 0) sinz + ci 
lg 2..2 A 

mjela- Фе +$]+ c: 

(8) Bz[sin(Inz) = cos(Inz)] + C; 

O) ezGes2z + 2sin2z) + Cı (10) 2 /zlnz = 4 /z + Ci 

(11) tanzinsinz — z + Ci a» - 155r + ote ]+ cs 

(13) = J1- zàarsinz + z + C; 

(14) & + } Jzsin2 Vz + lo fz +С, 


1+e -1 
(15) 2z J1 + e -4 Л + e -2ln +C 
HETES 


习题 4-4 
1. (1) Inl z +2|-Inlz + 31+ С; 


Q) ie ates Sol 1 lnla + 1l- llr - 116 Ci 
(з) 4nlzl- Danis -11+ Slnl2z + 1+ Cs 
(4) Finl1 ~ zèl- асаах + Cs 


69 17+ ل‎ -1*C; 
1m EDI 
(0 yay El 
(7) 3lnl z + 11+ 2Inl z? + z +11+ С; 


z-1| 5*6 
в |z|- "ox d 
«з! 1 22 +1 
+ +G; 
zd | 1129 Wal 
ا‎ 
z+1 |/3| W31 


+ Zinlz -11+ и! - 21 C; 


(10) - 


Aa 
2. [oc 6 
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ө 


z | z| ў‏ غد 
ла 2 tun +ln|tn3|+C;‏ )2( 


© [ъз + an 2| - |3- m |) с; 
1 zl эы 2 ES Я 
e ijo 1 +/2|- nan £ -1-/2|]« c; 
4 unl 
(5) &aretan + In(2 + cosz) + Ci 
45 З 
(6) Tun + Eur £ + С; 
(7) zun + Ci 


(8) Finleosz + snzl+ de С. 


习题 5-1 


.A= әв. 
а) фз Qi olas Mo. 
ба) [ае < frei @ [еге > [a+ maz. 


. (02< [zur < 18: оу & < аалга < 25, 
45 


3s 
G) «ja + sinh r)dr < x. 


习题 5-2 
29. 271, 13-545); i 
«02 (2) 21, (з) 1s-5«z); (б 
(919 6-1 -aae (6) 1 Orc; (8) la-m2 


@)- a0 $: aD20/2-1; (2 2435 
(3)22; (14) 1; as$. 
习题 5-3 


005 MË: oh 0-8, (ул, 


习题 答案 * 213 · 


ө 


2, к 
.0)1- 07 


23 


1 2. 
(6) /2(к+2); 05-222; (в) sÇ TE (9) 6: (10)2+2n3; 


QD U3- Da Q21-e*; Sed oin a» 2, 


65. - =, 1 is 
(16) 8, (17) aane - &; (18) 1835 (19) Fin; (20) $: 
(21) 2/2. 


On Dn (зз (0. 


习题 5-4 


= £ " < 
-23 (3) 100 +); (02-0 


1 1, 3 
G- (602-1: A EE 
(8) 42i2 1; (9) (e-2); a9: apa[i- 


习题 5-5 


wh osm oi (04; 0s 


(O 3: DRK (8) RM: 
3 8. i x 
(9) 2: Q0 3; (01) 1; (0292. 


习题 6-1 


3 Ў qb 1. P 
О) = 00; (2) 68 (3) 6 (4) 3 


2 1, S. 9 
(5: (0$; 07) 2602-1); (8) 


. (1) fra; (2) 3822. 


. (1) xa; (2) ка? 
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3. 42, +=. 
4. 6 /l1+4a262 + 直 In(2ab + /1+ 42383). 
s. ien. 


习题 6-3 
1. 2.45 RẸ. 
3 TER (3R + 8h). 


‚ 99960x Ж. 


git. 


5. 8.66 x 105; “W. 
6.h = 2m. 


aun 


